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චاری... ণپاس໋�

خود وظیفه� آغاز در آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
آقاي جناب و پور صالحی سعید دکتر آقاي جناب خود، راهنماي استادان بی�دریغ زحمات از می�دانم
ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه عیوضلو، جعفرصادق دکتر
این داوري و مطالعه زحمت که شهریاري محمد دکتر آقاي جناب از نمی�رسید. انجام به مجموعه این
مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در دارم. را امتنان کمال فرمودند تقبل را پایان�نامه
از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و
رحمانی، انور شیرزاد، میثم کریمی، ارسلان هدیه، سیامک ودادي، سالار راضی، امید عزیزم دوستان
سرشار عاطفه پاس به خیلی بالا شعبان و میربهبهانی جعفر سید رهی، آرش ایاسه، داوود جلیلوند، علی

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرماي و
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صفدر نام: مهربانی عصمتی خانوادگی: نام

پئانو حساب در تعریف�پذیر نااستاندارد مدل�هاي پایان�نامه: عنوان

راهنما: استادان
عیوضلو جعفرصادق دکتر صالحی�پور، سعید دکتر

ریاضی منطق گرایش: محض ریاضی رشته: ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

ریاضی علوم دانشکده: تبریز دانشگاه:
51 صفحه: تعداد 1391 بهار فارغ�التحصیلی: تاریخ

حسابی�شده قضیه هنکین، ساختار تننباوم، قضیه تعریف�پذیر، مدل پئانو، حساب کلیدواژه�ها:
تمامیت.

چکیده
در که ،PA پئانو، حساب از مدل�هایی است، شده تنظیم [3] مرجع اساس بر که پایان�نامه این در
(بدون N تعریف�پذیر مدل هر براي می�گیرند. قرار بررسی مورد هستند، تعریف�پذیر PA مدل یک
استاندارد مدل از مقدماتی توسیع یک M اگر که می�شود داده نشان ،M مدل یک در پارامتر)
داده نشان دیگر سوي از است. M با یکریخت N آن�گاه باشد، M با مقدماتی هم�ارز N و بوده
هم�ارز N که طوري به دارند وجود M در N پارامتر) (با تعریف�پذیر مدل و M مدل که می�شود
N پارامتر) (با تعریف�پذیر مدل Mو مدل همچنین نیست. آن با یکریخت اما Mاست با مقدماتی
تعریف�پذیر طور به اما است M با یکریخت و مقدماتی هم�ارز N که طوري به دارند وجود M در
اصلاحی ارائه با آخر در می�شود. ارائه تننباوم قضیه از تعمیمی همچنین نیست. M با یکریخت

می�شود. داده تعریف�پذیر مدل�هاي ساخت براي جدیدي روش کوتلارسکیالف روش بر
الف Kotlarski
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1 فصل
مقدمه

عدد تعریف پئانو اصول کرد. ارایه را پئانو اصول یعنی خویش، مشهور اصول 1889 سال در پئانو1
به ریاضی مبانی و منطق در تاریخی تحولات بزرگ�ترین از یکی که گفت می�توان و دارد بر در را طبیعی
سیستم اما مشخصمی�سازد، یکتا طور به را طبیعی اعداد دستگاه پئانو، دوم مرتبه حساب می�آید. شمار
پئانو، حساب از مدلی نااستاندارد مدل است. نااستاندارد مدل�هاي داراي پئانو اول مرتبه موضوعی اصل
مدل�هاي مطالعه اخیر، سال پنجاه از بیش در نیست. طبیعی اعداد مدل با یکریخت که است PA
قدرتمند شاخه�هاي از یکی به تکنیک�ها، و روش�ها لحاظ از هم و محتوا لحاظ از هم حساب، نااستاندارد
سایر در می�تواند جالبی کاربردهاي نااستاندارد، مدل�هاي این خواص برخی است. شده تبدیل ریاضی

باشد. داشته کامپیوتر علوم مثل ریاضی، و منطق زمینه�هاي
نظر به جالب آنچه اند. بوده توجه مورد هم فلسفی منظر از نااستاندارد مدل�هاي که نماند ناگفته اما
نااستاندارد مدل�هاي وجود است. فلسفی ریشه�هاي داراي مدل�ها نوع این موضوع که است این می�رسد
از بعد شد. کشف طبیعی اعداد سري�هاي روي بر مطالعه هنگام ددکیند، توسط بار اولین حساب
کاربرد مدل�ها، این وجود واقع در و کرد مطرح را حساب نااستاندارد مدل�هاي وجود اسکولم3 ددکیند2،
حساب، نااستاندارد مدل�هاي با آشنایی براي است. اسکولم4 لون�هایم- قضیه و فشردگی قضیه از آسانی

1Peano
2Dedekind
3Skolem
4Lowenheim-Skolem
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2 مقدمه .1 فصل

شود. مراجعه [1] به فلسفی و تاریخی نگاه از
مطالعه براي نظریه-برهانی، روش�هاي از هم و نظریه-مدلی روش�هاي از هم نااستاندارد، مدل�هاي نظریه
براي لازم هماهنگی فراوان، افتراق نقاط بر علاوه شاخه، دو این می�جوید. بهره نااستاندارد حساب
براي مدل، نظریه روش�هاي اساسی�ترین از تعریف�پذیري دارند. را اعداد منطقی نظریه به وحدت�بخشی
فراهم را (محاسبه�ناپذیر) نابازگشتی نظریه یک از زیبا مثالی حساب، و بوده ریاضی دستگاه�هاي مطالعه
نااستاندارد مدل�هاي خواص برخی می�شود، نوشته [3] مقاله اساس بر که �پایان�نامه این در می�کند.

می�شوند. بررسی پئانو حساب در تعریف�پذیر
تعریف�پذیر مجموعه استهرگاه Mتعریف�پذیر Nدر گوئیم باشند. PA از Nمدل�هایی Mو فرضکنید
رابطه همچنین و M در ·N و +N تعریف�پذیر توابع و ،0N , 1N ∈ DN عناصر و M در DN ⊂ M

�که طوري به باشند موجود M در <N⊂M2 تعریف�پذیر

.N = (DN ,+N , ·N , <N , 0N , 1N )

،PA دیگر مدل در PA از مدل�هایی چه که هستیم پرسش این به علاقه�مند فوق، تعریف به توجه با
نشاننده مفهوم ویژه به شد. خواهند مطرح دو، فصل در پایه مفاهیم و تعاریف هستند. تعریف�پذیر
مدل�هاي سه، فصل در می�کند. بازي نوشته این در را مهمی نقش که شد خواهد معرفی استاندارد،
از هدف می�گیرند. قرار بررسی مورد ،PA هاي مدل در پارامتر)، بدون (تعریف�پذیر تهی-تعریف�پذیر
در است. پارامتر با تعریف�پذیري و تهی-تعریف�پذیري بین اي مقایسه کردن فراهم کوتاه، فصل این
M در تهی-تعریف�پذیر ،N و استاندارد مدل از مقدماتی توسیعی ،M اگر که دید خواهیم فصل این
مدل هر ویژه به است. M با یکریخت تعریف�پذیر طور به ،N آنگاه باشد آن با مقدماتی هم�ارز و
چهارم، فصل در است. یکریخت استاندارد مدل با آن، با مقدماتی هم�ارز و استاندارد مدل در تعریف�پذیر
مفهوم دو موضوع این با رابطه در می�شوند. بررسی ،PA مدل�هاي در پارامتر با تعریف�پذیر مدل�هاي
هستند. اشباع�شده5 بازگشتی طور به مدل�هاي مفهوم، اولین می�شوند. گرفته کار به اساسی طور به
نادقیق، صورت به مدل�ها این است. مدل نظریه و بازگشتی نظریه از نامتجانس ترکیبی مفهوم این

5Recursively Saturated



3 مقدمه .1 فصل

به مدل�هاي تعریف هستند. اشباع�شده فرمول�ها، از بازگشتی مجموعه�هاي براي که هستند مدل�هایی
روسیر8، توسط مستقل طور به و اشلیف7 و باروایس6 توسط 1970 سال در اشباع�شده بازگشتی طور
ابزار دارد، اشباع�شده بازگشتی طور به مقدماتی توسیع یک مدلی هر که حقیقت این شد. معرفی
PA مدل�هاي با که وقتی موضوع این می�کند. فراهم اول مرتبه ساختارهاي مطالعه براي را قدرتمندي
کساك10، کی9، توسط توجهی جالب نتایج اخیر، دهه چند در و گرفته قرار توجه مورد داریم سروکار

شده�اند. حاصل ... و اسمورینسکی12 کتلارسکی11،
از استفاده با 1949 سال در هنکین13 لئون هستند. هنکین ساختارهاي و ها نظریه مفهوم، دومین
شامل او روش اینکه ضمن کرد. ارائه اول مرتبه منطق قوي تمامیت براي جدیدي اثبات ثابت�ها، روش
می�رود. بکار نیز نظریه-مدلی ایده�هاي براي اصلاحاتی، با می�شود، اول مرتبه منطق استنتاجی حساب
زبان در ،c ثابت نماد ،∃xφ(x) بصورت جمله هر براي هرگاه، گویند هنکین-نظریه یک را T نظریه
N و M مدل�هاي که دید خواهیم 4 فصل در .T ⊢ ∃xφ(x) → φ(c) که طوري به باشد موجود
نیست. آن با یکریخت اما است M با مقدماتی هم�ارز و تعریف�پذیر ،M در N که طوري به دارند وجود
مقدماتی هم�ارز N و M که طوري به دارند وجود M در N تعریف�پذیر مدل و M مدل همچنین
قضیه از توسیعی پنجم، فصل در نیستند. یکریخت تعریف�پذیر، طور به اما هستند، باهم یکریخت و
در که حساب نااستاندارد مدل هر در که می�کند بیان تننباوم مشهور قضیه می�شود. ارایه تننباوم14
(محاسبه�پذیر) بازگشتی نمی�توانند ضرب و جمع اعمال باشد، تعریف�پذیر طبیعی، اعداد استاندارد مدل
اساسی نقش که مطلبی می�شود. بیان نااستاندارد مدل�هاي به قضیه این براي تعمیمی اینجا در باشند.
داده نشان که طوري همان است. n+1(M)∆−تعریف�پذیري مفهوم داشت، خواهد بخش این در را

6Barwise
7Schlipf
8Ressayre
9Kaye
10Kossak
11Kotlarski
12Smorynski
13Leon Henkin
14Tennenbaum



4 مقدمه .1 فصل

استفاده با که است تعریف�پذیر بازگشتی طور به مفهوم از توسیعی n+1(M)∆−تعریف�پذیري، می�شود
این در شد. خواهد داده تعمیم n+1(M)∆−تعریف�پذیري، به ،M مدل در N مدل تعریف�پذیري آن، از
n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،N هرگاه است M با یکریخت تعریف�پذیر، طور به ،N که دید خواهیم فصل

باشد. Σn−مقدماتی ،N در M استاندارد نشاننده و بوده
واقع در می�شود. ارایه PA مدل یک در تعریف�پذیر مدل�هاي ساخت براي جدید روش یک 6 فصل در
ساخته طوري N مدل فصل این در می�باشد. [6] در رفته کار به کوتلارسکی روش بر پیرایشی روش این

کند. صدق زیر قضیه در که می�شود
N مدل صورت این در باشد. طبیعی عدد یک n و PA نااستاندارد مدل یک ،M کنید فرض قضیه.

می�کند. صدق زیر شرایط در که دارد وجود
است. تعریف�پذیر ،M در N .1

است. اشباع�شده بازگشتی طور به ،N .2
است. M از +Σ−مقدماتی

n انتهایی توسیع یک N .3



2 فصل
مقدماتی و پایه مفاهیم

بازگشت نظریه از مقدماتی 1.2
می�کنیم. شروع بازگشتی نظریه از مقدماتی مفاهیم با را فصل این ابتدا

A ⊆ Nk براي f : A −→ N توابع از کلاس کوچکترین ،C جزئی، بازگشتی توابع کلاس .1.1.2 تعریف
که: طوري به است، k > 1 و

است: صفر و تالی توابع شامل C (الف)

S : N −→ N, S(x) = x+ 1;

0 : N −→ N, 0(x) = 0;

است: تصویر تابع شامل ،1 6 i 6 n هر ازاي به و

πni : Nn −→ N, πni (x1, x2..., xn) = xi.

C در g1(y), ..., gk(y) و f(x1, ..., xk) جزئی توابع اگر یعنی است. بسته ترکیب قاعده تحت C (ب)
است. C در f(g1(y), ..., gk(y)) جزئی تابع آنگاه باشند

تابع آنگاه باشند، C در g(x, y, z) و f(x) اگر یعنی است. بسته ابتدائی بازگشت قائده تحت C (ج)
است: C در می�شود، تعریف زیر به�صورت که نیز h(x, y)

5



6 مقدماتی و پایه مفاهیم .2 فصل

h(x, 0) = f(x), h(x, y + 1) = g(x, y, h(x, y)).

تابع آنگاه باشد C در g(x, y) اگر یعنی است. بسته کمینه�ساز عملگر تحت C (د)
است: C در می�شود، تعریف زیر به�صورت که نیز h(x) = (µy)(g(x, y) = 0)

,g(x؛ y) = 0 و باشند شده تعریف همگی g(x, 0), ..., g(x, y) که است اي y کوچکترین برابر h(x)
است. نشده تعریف h(x) باشد، نداشته وجود اي y چنان اگر یعنی صورت، این غیر در

است جزئی بازگشتی توابع از کلاس کوچکترین ،PR مقدماتی، بازگشتی توابع کلاس .2.1.2 تعریف
است. بسته ابتدائی بازگشت و ترکیب قوائد تحت و بوده تصویر و صفر تالی، توابع شامل که

نشان را اول عدد n−امین که p(n) تابع و فاکتوریل توان، ضرب، جمع، توابع هستند. تام PR اعضاي
هستند. مقدماتی بازگشتی توابع از مثال�هایی می�دهد

k > 1 براي A ⊆ Nk مجموعه همچنین گوئیم. بازگشتی را تام جزئی بازگشتی تابع هر .3.1.2 تعریف
باشد. بازگشتی آن مشخصه تابع هرگاه می�شود گفته بازگشتی

جزئی بازگشتی تابع یک دامنه هرگاه گویند (r.e.) شمارا بازگشتی طور به را A ⊆ Nk .4.1.2 تعریف
است. شمارا بازگشتی طور به بازگشتی مجموئه هر مثال، عنوان به باشد. f : A −→ N مانند
باشند. r.e. دو هر ،Ac ،A متمم و A اگر تنها و اگر است بازگشتی A ⊆ Nk که می�شود ثابت

پئانو حساب 2.2
می�پردازیم. آن به مربوط مفاهیم برخی و پئانو حساب معرفی به ادامه در حال

ترم LPA−ساختار، هر براي و می�گیریم نظر در LPA = {+, ·, <, 0, 1} را حساب زبان
0 و می�دهیم نشان n با را است شده ظاهر بار n تعداد به 1 آن در که (...(((1 + 1) + 1) + 1)...+ 1)

است. صفر ثابت نماد همان نیز
است: شده تشکیل زیر موضوع اصول از ،1PA پئانو، حساب

1Peano Arithmetic
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AX1 : ∀x, y, z((x+ y) + z = x+ (y + z))

AX2 : ∀x, y(x+ y = y + x)

AX3 : ∀x, y, z((x · y) · z = x · (y · z))

AX4 : ∀x, y(x · y = y · x)

AX5 : ∀x, y, z(x · (y + z) = x · y + x · z)

AX6 : ∀x((x+ 0 = x) ∧ (x · 0 = 0))

AX7 : ∀x(x · 1 = x)

AX8 : ∀x, y, z((x < y ∧ y < z) −→ x < z)

AX9 : ∀x(¬x < x)

AX10 : ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

.y 6 x یعنی x > y و . x 6 y می�نویسیم x < y ∨ x = y به�جاي خلاصه�نویسی:
.∀x, y(x < y −→ ¬y < x) اخیر: اصل سه از نتیجه�گیري

AX11 : ∀x, y, z(x < y −→ x+ z < y + z)

AX12 : ∀x, y, z(x < y ∧ 0 < z −→ x · z < y · z)

AX13 : ∀x, y(x < y −→ ∃z x+ z = y)

AX14 : 0 < 1 ∧ ∀x(x > 0 −→ x > 1)
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AX15 : ∀x(x > 0)

است. برقرار AX13 و AX12 ، AX11 عکس که می�شود نتیجه فوق موضوع اصول از نکته:
می�شود. نامیده PA− ،AX15 تا AX1 موضوع اصول

می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را Ixϕ LPA−جمله ،ϕ(x, y) LPA−فرمول هر براي

Ixφ = ∀y(ϕ(0, y) ∧ ∀x(ϕ(x, y) −→ ϕ(x+ 1, y)) −→ ∀xϕ(x, y))

است. LPA−فرمول یک ϕ(x, y) که است Ixϕهایی همه مجموعه استقرا، (شِما) موضوعی اصل قالب

.PA = PA−+ استقرا شماي .1.2.2 تعریف

براي مدلی معمولی، کوچکتري رابطه و ضرب و جمع عمل با همراه ω = {0, 1, 2, ...} مجموعه
نااستاندارد مدل نباشد ω با یکریخت که PA مدل هر می�شود. نامیده PA استاندارد مدل که است PA

است. موجود PA شماراي غیریکریخت مدل تا 2ℵ0 دقیقا که است شده اثبات می�شود. گفته PA
.(1.1. قضیه [4] منبع در (اثبات

باشد). M از زیرساختی N ) N ⊆M که باشند LPA−ساخت دو N و M کنید فرض .2.2.2 تعریف
داده نشان N ⊆e M نماد با و است N از انتهایی توسیع Mیک یا Mو از آغازین بخش یک N گوئیم

.y ∈ N آنگاه M |= y < x اگر ،y ∈M و x ∈ N هر براي هرگاه می�شود،

می�نشیند. PA مدل�هاي در آغازین طور به ،ω استاندارد مدل که می�شود داده نشان زیر قضیه در

یک ،h(n) = nM که h : ω −→ M نگاشت این�صورت در .M |= PA− کنید فرض .3.2.2 قضیه
می�نگارد. M از آغازین بخش یک بروي را ω و است LPA−نشاننده

داریم. نیاز زیر لم�هاي به قضیه این اثبات براي برهان.
.PA− ⊢ n = k + l آنگاه n = k + l اگر n, k, l ∈ ω هر براي (الف) لم

.PA− ⊢ n = k · l آنگاه n = k · l اگر n, k, l ∈ ω هر براي (ب) لم
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.PA− ⊢ n < k آنگاه n < k اگر n, k ∈ ω هر براي (ج) لم
.PA− ⊢ ∀x(x 6 k −→ x = 0 ∨ ... ∨ x = k) ،n, k ∈ ω هر براي (د) لم

شود. رجوع [4] به لم�ها اثبات براي
چون حال است. < و · ،+ حافظ h نگاشت که می�دهند نشان (ج) و (ب) (الف)، لم�هاي

(د) لم سرانجام است. نشاننده یک نتیجه در و یک به یک ،h لذا PA− ⊢ ∀x, y(x < y −→ ¬x = y)

همه در آغازین طور به ω پس است. M از آغازین بخش یک N = {nM : n ∈ ω} که می�کند بیان
می�نشیند. PA مدل�هاي در ویژه به و PA− مدل�هاي

LPA−ساختارهاست. یکریختی یک ،g(n) = nM که g : ω −→ N نگاشت قبل، قضیه به توجه با
و داده نشان n با nM ،PA− مدل�هاي در ابهام بدون پس .ω ⊆e M و ω ∼= N که می�شود نتیجه پس
با ابهام بدون هم را M استاندارد اعضاي همه مجموعه همچنین می�نامیم. M استاندارد اعضاي را آنها

می�نامیم. M استاندارد قسمت را آن و داده نشان ω

هرگاه: می�شود نامیده برش یک C $M ناتهی مجموعه .M |= PA کنید فرض .4.2.2 تعریف
.x ∈ C آنگاه y ∈ C و x < y اگر یعنی باشد، بسته پایین از C (الف)

باشد. بسته تالی تابع تحت C (ب)

است. برش یک PA مدل هر براي ω استاندارد مدل مثال، به�عنوان

،M در C دراین�صورت باشد. M از برش یک C و نااستاندارد M |= PA کنید فرض .5.2.2 لم
نیست. تعریف�پذیر

پس 0 ∈ C چون آنگاه شود. تعریف ،a ∈ M که ϕ(x, a) مانند فرمولی با C که کنید فرض برهان.
.M |= ϕ(x + 1, a) پس ،x + 1 ∈ C لذا و x ∈ C آنگاه ،M |= ϕ(x, a) اگر بعلاوه .M |= ϕ(0, a)

است! تناقض یک که C =M یعنی ،M |= ∀xϕ(x, a) پس ،M |= PA چون

همچنین باشد. M از برش یک C و نااستاندارد M |= PA کنید فرض لبریز2): (قضیه .6.2.2 قضیه
2Overspill
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دراین�صورت .M |= ϕ(b, a) ،b ∈ C هر براي که باشد LPA−فرمول یک ϕ(x, a) و a ∈M کنید فرض
.M |= ∀x 6 c ϕ(x, a) که طوري به است موجود �M در c > C عضو

تعریف�ناپذیري با متناقض که می�شود تعریف ∀y < x ϕ(y, a) فرمول با C آنگاه نباشد چنان اگر برهان.
است. آن

طبیعی اعداد همه ازاي به ویژگی یک اگر که می�کند بیان قضیه آنگاه C = ω اگر خاص حالت در
می�شود. گفته لبریز خاطر همین به و است ویژگی این داراي نااستانداردي عضو یک حتما باشد، درست

M مقدماتی زیرساخت N .N ⊆M که باشند LPA−ساخت دو N و M کنید فرض .7.2.2 تعریف
a ∈ Nn هر به�ازاي و ϕ(x) LPA−فرمول هر به�ازاي هرگاه می�شود، داده نشان N ≺M نماد با و نامیده

.N |= ϕ(a)⇐⇒M |= ϕ(a) باشیم داشته

روي ،b ∈M می�گوئیم Mباشد. از مجموعه�اي زیر ،A Mو |= PA کنید فرض (الف) .8.2.2 تعریف
که طوري به باشد موجود a ∈ A و ϕ(x, y) فرمول اگر است تعریف�پذیر ،A

است. A−تعریف�پذیر ،{b} مجموعه دیگر عبارت به .M |= ϕ(b, a) ∧ ∀y(ϕ(y, a)→ y = b)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت و داده نشان dclM (A) با را A مجموعه تعریف�پذیر بستار (ب)

.dclM (A) = {m ∈M است: تعریف�پذیر ،A روي m}

.dclM (A) ≺M آنگاه باشد، M از مجموعه�اي زیر ،A و M |= PA اگر .9.2.2 قضیه

0, 1 و است بسته · و + توابع تحت dclM (A) که شود ثابت است کافی بودن زیرساخت براي برهان.
فرض می�کنند. تعریف را 1 و 0 اعداد y = 1 و x = 0 فرمول�هاي زیرا 0, 1 ∈ dclM (A) داریم دارد. را
در A روي آن�ها کننده تعریف فرمول�هاي را ψ(y, b) و ϕ(x, a) فرمول�هاي و x, y ∈ dclM (A) کنید

می�شوند: تعریف A روي زیر فرمول�هاي به�وسیله به�ترتیب x · y و x+ y دراین�صورت بگیرید. نظر

.∃u, v(ϕ(u, a) ∧ ψ(v, b) ∧ z = u · v) و ∃u, v(ϕ(u, a) ∧ ψ(v, b) ∧ z = u+ v)
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استفاده تارسکی-وات3 آزمون از آن بودن مقدماتی زیرساخت براي .dclM (A) ⊆ M بنابراین
می�کنیم.

.N ⊆ M که باشند L−ساخت دو N و M کنید فرض L دلخواه زبان براي وات: - تارسکی آزمون
M |= ∃yϕ(a, y) اگر ،a ∈ N هر و ϕ(x, y) L−فرمول هر براي اگر تنها و اگر N ≺ M دراین�صورت

.M |= ϕ(a, b) که طوري به باشد موجود b ∈ N عضو آنگاه
نشان .M |= ∃xϕ(x, c) که باشد چنان c ∈ dclM (A) و یکLPA−فرمول ϕ(x, y) کنید فرض پس
کنید فرض و c = c1, ..., cn ∈ dclM (A) دهید قرار .d ∈ dclM (A) که M |= ϕ(d, c) می�دهیم

داریم: دراین�صورت .a ∈ A که باشد M در ci کننده تعریف فرمول θi(x, a)
اصل .θ(x, a) = ∃y(∧n

i=1 θi(yi, a) ∧ ϕ(x, y)) دهید قرار .M |= ∃x∃y(
∧n
i=1 θi(yi, a) ∧ ϕ(x, y))

داریم: می�کنیم. استفاده ،M |= PA در θ(x, a) براي را عضو کوچکترین

.M |= ∃x[θ(x, a) ∧ ∀z < x∀w(
∧n
i=1 θi(wi, a) −→ ¬ϕ(z, w))]

A روي را d مانند �فردي به منحصر عضو ψ(x, a) دراین�صورت بگیرید. ψ(x, a) را کروشه داخل فرمول
یعنی ،M |= θ(d, a) لذا ،M |= ψ(d, a) و d ∈ dclM (A) پس می�کند. تعریف M در

.M |= ϕ(d, c) نتیجه در .M |= ∃y(∧n
i=1 θi(yi, a) ∧ ϕ(d, y))

و ∀x(x < t −→ ϕ) فرمول براي خلاصه�نویسی ،(∀x < t)ϕ فرمول ،t LA−ترم براي .10.2.2 تعریف
تعریف مشابه 6 براي ترتیب �همین به است. ∃x(x < t ∧ ϕ) فرمول براي خلاصه�نویسی ،(∃x < t)ϕ

می�نامند. کران�دار سورهاي را ∃x 6 t و ∀x 6 t ،∃x < t ،∀x < t سورهاي داریم. را فوق
باشند. کران�دار آن در رفته کار به سورهاي همه هرگاه است 0∆−فرمول یک θ(x) LPA−فرمول

است. 0∆−فرمول یک θ که باشد ∃yθ(x, y)صورت� به هرگاه است Σ1−فرمول یک ϕ(x) LPA−فرمول

است. 0∆−فرمول یک θ که باشد ∀yθ(x, y)صورت� به هرگاه است Π1−فرمول یک ψ(x) LPA−فرمول
�صورت به Σn+1−فرمول�ها ،n روي استقرا با Π0−فرمول. = Σ0−فرمول = 0∆−فرمول دهید: قرار

3The Tarski-Vaught Test
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یک ϕ که هستند (∀x)ϕ �صورت به Πn+1−فرمول�ها و است؛ Πn−فرمول یک ϕ که هستند (∃x)ϕ

برعکس. و است Πn−فرمول یک Σn−فرمول، یک نقیض تعریف، به توجه با است. Σn−فرمول

(Πn−تعریف�پذیر) Σn−تعریف�پذیر ،X مجموعه .X ⊆Mn و M |= PA کنید فرض .11.2.2 تعریف
شود. تعریف ( Πn−فرمول ) Σn−فرمول یک توسط هرگاه می�شود، گفته (Πn) Σn خلاصه طور به یا
و Σn−تعریف�پذیر هم هرگاه می��شود، نامیده n∆−تعریف�پذیر ،X ⊆ Mn مجموعه ترتیب همین به
داده نشان Γf نماد با که f گراف هرگاه است Σn ،f : Mn −→ M تابع باشد. Πn−تعریف�پذیر هم

باشد: Mk+1 از Σn مجموعه زیر یک می�شود

.Γf (m1, ...,mk, y)⇐⇒ f(m1, ...,mk) = y

باشد. Σ0 اگر تنها و اگر است ∆0 ،X ویژه به

:n طبیعی عدد هر براي .12.2.2 لم
هستند. بسته ∨ و ∧ تحت Πn−فرمول�ها و Σn−فرمول�ها (الف)

هستند. بسته عمومی سورهاي تحت Πn−فرمول�ها و وجودي سورهاي تحت Σn−فرمول�ها (ب)
هستند. بسته �گیري متمم تحت n∆−مجموعه�ها (ج)

شود. رجوع [4] یا [2] به برهان.

که باشند LPA−ساخت دو N و M و LPA−فرمول�ها از مجموعه یک Γ کنید فرض .13.2.2 تعریف
نماد با و است (N از Γ−مقدماتی توسیع ،M ) یا M از Γ−مقدماتی زیرساخت ،N گوئیم .N ⊆ M

باشیم: داشته a ∈ N هر و ϕ(x) ∈ Γ هر براي هرگاه می�دهیم نشان N ≺Γ M

.N |= ϕ(a)⇐⇒M |= ϕ(a)

.N ≺∆0 Mاین�صورت در .N ⊆e M و باشند LPA−ساخت دو M,N کنید فرض .14.2.2 قضیه

:a ∈ N هر براي که می�دهیم نشان θ(x) ∈ ∆0 فرمول پیچیدگی روي استقرا با برهان.
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.N |= θ(a)⇐⇒M |= θ(a)

لذا می�باشد. آن در رفته به�کار ∃x < t و ∀x < t ،∨ ،∧ ،¬ نمادهاي تعداد ،θ(x) فرمول پیچیدگی
آنجا از و است اتمی θ(x) آنگاه ،n = 0 اگر باشد. θ(x) فرمول پیچیدگی مساوي n که کنید فرض
و باشد n + 1 برابر θ(x) فرمول پیچیدگی کنید فرض اکنون است. برقرار حکم پس N ⊆ M که

داریم: a ∈ N براي است. برقرار θ2 و θ1 براي حکم که θ(x) = θ1(x) ∧ θ2(x)

N |= θ(a)

⇐⇒ N |= θ1(a) ∧ θ2(a)

⇐⇒ N |= θ1(a) and N |= θ2(a)

⇐⇒M |= θ1(a) and M |= θ2(a) ( استقرا فرض )

⇐⇒M |= θ1(a) ∧ θ2(a)

⇐⇒M |= θ(a).

داریم: .a ∈ N و ،θ(x) = ¬θ1(a) کنید فرض

N |= θ(a)

⇐⇒ N |= ¬θ1(a)

⇐⇒ N 2 θ1(a)

⇐⇒M 2 θ1(a) ( استقرا فرض )

⇐⇒M |= ¬θ1(a)

⇐⇒M |= θ(a).
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حکم که θ(x) = ∀y < t(x)θ1(x, y) و باشد n + 1 برابر θ(x) فرمول پیچیدگی کنید، فرض اکنون
داریم a ∈ N براي است. برقرار θ1 براي

N � θ(a)⇐⇒ N � θ1(a, b) ،N در b < t(a) هر براي

داریم N ⊆e M که جایی آن از .t(a) ∈ N است، بسته · و + تحت ،N چون آنگاه a ∈ N اگر اما

.{b ∈M :M � b < t(a)} = {b ∈ N : N � b < t(a)}

می�گیریم نتیجه استقرا فرض طبق بنابراین

.N � t(a)⇐⇒M � θ1(a, b) ،M در b < t(a) هر براي ⇐⇒M � θ(a)

آنگاه ،N |= ∃y < t(a)θ1(a, y) اگر .a ∈ N و θ(x) = ∃y < t(x)θ1(x, y) کنید فرض حال
M در b < t(a) استقرا فرض به بنا لذا N؛ |= θ1(a, b) که طوري به دارد وجود N در b < t(a)

حال .M |= θ(a) لذا و M |= ∃y < t(a)θ1(a, y) نتیجه در .M |= θ1(a, b) که طوري به دارد� وجود
شرط با y ∈ M اگر پس N ⊆e M چون و t(a) ∈ N لذا است ترم یک t و a ∈ N چون برعکس:
در b < t(a) آنگاه M |= ∃y < t(a)θ1(a, y) اگر لذا .y ∈ N آنگاه باشد داشته وجود M |= y < t(a)

می�شود نتیجه فوق مطالب و استقرا فرض بنابه لذا است. Mبرقرار |= θ1(a, b)عبارت که دارد� Mوجود
.N |= ∃y < t(a)θ1(a, y) نتیجه در و N |= θ1(a, b) که طوري به دارد وجود N در b < t(a) که

هرگاه است Mتعریف�پذیر در N گوئیم باشند. PA از مدل�هایی N Mو کنید فرض .15.2.2 تعریف
و M در ·N و +N تعریف�پذیر توابع و ،0N , 1N ∈ DN عناصر و M در DN ⊂M تعریف�پذیر مجموعه

�که طوري به باشند موجود M در <N⊂M2 تعریف�پذیر رابطه همچنین

.N = (DN ,+N , ·N , <N , 0N , 1N )

M مدل در را N مدل تعریف�پذیري بودن کافی و لازم شرط بعد تبصره قبل، تعریف به توجه با
می�کند. بیان
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در باشد. LPA−فرمول یک ϕ و تعریف�پذیر ،M در N و M,N |= PA کنید فرض .16.2.2 تبصره
شده محدود DN به متغیرها دامنه آن در که می�دهد نشان را ϕ از آمده بدست فرمول ،ϕN این�صورت
هر براي شرایط این با است. گرفته صورت ∗ ∈ {+, ·, <, 0, 1} که ∗ به ∗N جایگذاري همچنین و

.N |= ϕ(m)⇐⇒M |= ϕN (m) داریم m ∈ N

I از مجموعه�اي زیر S و M از آغازین بخش یک I و M |= PA کنید فرض .17.2.2 تعریف
که طوري به باشد موجود a ∈ M هرگاه است M در I از کد�شده مجموعه زیر یک S گوئیم باشد.
اول عدد n−امین برابر p(n) و (n ∈ a ≡ p(n) | a) آن در که .S = {n ∈ I : M |= n ∈ a}

همه مجموعه می�شود. Mنامیده در کد�شده مجموعه زیر یک S خلاصه �طور به آنگاه I = ω اگر است.
می�دهیم. نشان SSy(M) نماد با را M در شده کد زیر�مجموعه�هاي

همچنین .I ⊂ K ⊂ M و است M از سره آغازین بخش یک I ،M |= PA کنید فرض .18.2.2 لم
نماد عنوان به M (�اعضاي LPA(M) = LPA ∪ {m : m ∈M} زبان در فرمول یک ϕ(x) کنید فرض
زیر�مجموعه یک D∩I آنگاه ،D = {n ∈ K :M |= ϕ(n)} اگر باشد. شده�اند�) اضافه PA زبان به ثابت

است. M در I از کد�شده

داریم: a ∈M هر براي که می�شود دیده a روي استقرا با ابتدا برهان.

.M |= ∃y(∀x < a)(ϕ(x)←→ x ∈ y) (⋆)

است. برقرار (⋆) پس ،M � x < 0 که نیست موجود x ∈M که آنجا از ،a = 0 براي
.M � (∀x < a)(φ(x)←→ x ∈ y) که است موجود y ∈M پس باشد. برقرار a براي (⋆) کنید فرض

داریم: را زیر حالت دو
است. اول عدد a−امین ،p(a) که ،z = p(a) · y می�دهیم: قرار حالت این در .M � φ(a) (الف)

.M � p(a)k+1 - y و M � p(a)k|y که بگیرید چنان را k ∈ ω ابتدا حالت این در .M � ¬φ(a) (ب)
داریم: و z ∈M حالت دو هر در .z = y/p(a)k دهید قرار سپس

.M � ∀x(x < a+ 1→ x = a ∨ x < a) زیرا ،M � ∃z(∀x < a+ 1)(ϕ(x)←→ x ∈ z)
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.I <M a که کرد انتخاب طوري را a ∈M می�توان Mاست، از محض آغازین بخش یک I �که آنجایی از
داریم: b ∈ I هر ازاي به که است موجود d ∈M عضو (⋆) رابطه به توجه با بنابراین

داریم: K مجموعه تعریف طبق آنجا از و .M |= ϕ(b)⇐⇒M |= b ∈ d

می�کند. کد را D ∩ I مجموعه d یعنی .D ∩ I = {n ∈ I :M |= n ∈ d}

�صورت این در باشد. A−تعریف�پذیر ،M در N که �طوري به M,N |= PA کنید فرض .19.2.2 لم
آغازین بخش یک آن برد که دارد وجود ε :M −→ N Mمانند در A−تعریف�پذیر یکتاي نشاننده یک

است. N از

نظر در ε(n + 1) = ε(n) +N 1N و ε(0) = 0N که �طوري به را ε : M −→ N نگاشت برهان.
است. نظر مورد نشاننده ،ε نگاشت می�دهیم نشان می�گیریم.

:εبودن نشاننده (الف)
همچنین و ε(0) = 0N فرض طبق می�دهیم. قرار خودشان Mمساوي در را 0, 1, <, نمادهاي+,· تعبیر
ثابت n روي استقرا با حال .ε(1) = ε(0+1) = ε(0)+N 1N = 0+1N = 1N داریم AX6 از استفاده با
.ε(m+ 0) = ε(m) = ε(m) +N ε(0) داریم n = 0 براي .ε(m+ n) = ε(m) +N ε(n) که می�کنیم
براي حال .ε(m+k) = ε(m)+N ε(k)یعنی باشد. برقرار n = k براي حکم ( استقرا فرض ) فرضکنید
.ε(m+k+1) = ε(m+k)+N 1N = ε(m)+N ε(k)+N 1N = ε(m)+N ε(k+1) داریم n = k+1

داریم: n = 0 براي .ε(m · n) = ε(m) ·N ε(n) که می�دهیم نشان n روي استقرا با اکنون
n = k براي حکم که می�کنیم ( استقرا فرض ) فرض حال .ε(m · 0) = ε(m) ·N 0 = ε(m) ·N ε(0)

داریم: n = k + 1 براي .ε(m · n) = ε(m) ·N ε(k) یعنی باشد. برقرار
ε(m · (k + 1)) = ε((m · k) + (m · 1)) = ε(m · k) +N ε(m · 1) = ε(m) ·N ε(k) +N ε(m · 1) =

(ε(m) ·N ε(k)) +N (ε(m) ·N 1N ) = ε(m) ·N (ε(k) +N 1N ) = ε(m) ·N ε(k + 1).

دارد وجود k ∈M این�صورت mدر < n فرضکنید .m < n⇐⇒ ε(m) <N ε(n) می�کنیم ثابت حال
.ε(m) <N ε(n) نتیجه در .ε(n) = ε(m)+N ε(k) لذا ε(n) = ε(m+k)پس n = m+k �که طوري به
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تناقض یک که ε(n) = ε(m) آنگاه n = m اگر .n 6 m اما ε(m) <N ε(n) کنید خلف فرض برعکس
است! تناقض یک هم باز که ε(n) <N ε(m) داریم رفت حالت طبق آنگاه n < m اگر و است!

n < m یا m < n این�صورت در .m ̸= n اما ε(m) = ε(n) کنید فرض ε بودن یک به یک براي اکنون
هستند تناقض حالت دو هر که ε(n) <N ε(m) آنگاه n < m اگر و ε(m) <N ε(n) آنگاه m < n اگر

.m = nپس
:ε بودن فرد به منحصر (ب)

صورت: این در باشد N به M از دیگري نشاننده µ که کنید فرض

.µ(m) = µ(m+ 0) = µ(m) +N µ(0) =⇒ µ(0) = 0N =⇒ µ(1) = 1N

داریم m = 0 براي .ε(m) = µ(m) داریم: m ∈ M هر ازاي به که می�کنیم ثابت استقرا با حال
داریم: m = k + 1 براي .ε(m) = (k) باشیم داشته m = k براي کنید فرض .ε(0) = 0N = µ(0)

.ε(k + 1) = ε(k) +N 1N = µ(k) +N 1N = µ(k) +N µ(1) = µ(k + 1)

A−تعریف�پذیر ،M در نیز �ε است، A−تعریف�پذیر ،M N+در که این و εاستقرائی تعریف به توجه با (ج)
است.

می�کنیم ثابت a روي استقرا با .a ∈ M که N � b < ε(a) کنید فرض ،ε(M) ⊆e N اثبات براي (د)
نتیجه N � b < ε(a) که کنید فرض حال ندارد. امکان که N � b < 0 آنگاه a = 0 اگر .b ∈ ε(M) که
b < ε(a + 1) = ε(a) +N 1 صورت این در .N � b < ε(a + 1) کنید فرض و b ∈ ε(M) که دهد
استقرا فرض طبق آنگاه b < ε(a) اگر و b ∈ ε(M) آنگاه b = ε(a) اگر .b < ε(a) یا b = ε(a) لذا و

.ε(M) ⊆e N پس .b ∈ ε(M)

می�نامیم. N در M استاندارد نشاننده را قبل لم ε نشاننده .20.2.2 تعریف



18 مقدماتی و پایه مفاهیم .2 فصل

بازگشت و پئانو 3.2
([4] مرجع از 3.3 (قضیه .1.3.2 قضیه

،θ(X1, ..., Xk) مانند Σ1−فرمولی اگر تنها و اگر است ω در Σ1−تعریف�پذیر ،f : ωk −→ ω جزئی تابع
.Γf (x, y)⇔ ω � θ(x, y) باشیم: داشته x, y ∈ N هر براي که طوري به باشد موجود

داریم: نیاز زیر گذاري کد و لم به قضیه اثبات براي برهان.
است. مقدماتی بازگشتی تابع یک زیر، تابع ،θ(x) 0∆−فرمول هر براي لم:

χθ(x) =

{
1 ω � θ(x)
0 ω � ¬θ(x)

بگیرید: نظر در طبیعی، اعداد تایی�هاي چند براي را زیر گذاري کد همچنین

.⟨x1, ..., xk+1⟩ = ⟨⟨x1, ..., xk⟩, xk+1⟩ و ⟨x1, x2⟩ = (x1 + x2)((x1 + x2 + 1)

2
+ x2

است. 0∆−فرمول یک توسط تعریف�پذیر و مقدماتی بازگشتی تابع یک گذاري، کد تابع این
0∆−فرمول .Γf (x, y)⇔ ω � ψ(x, y) که باشد موجود ψ(x1, ..., xk, y) Σ1−فرمول کنید فرض حال
زیر صورت به که first(x) و g(x) توابع لم، طبق .ψ(x, y) = ∃zφ(x, y, z) که است موجود φ(x, y, z)

هستند. جزئی بازگشتی می�شوند، تعریف

g(x) = (µz)(∃v, w 6 z(⟨v, w⟩ = z ∧ φ(x, v, w)));

first(x) = (µy 6 x)(∃z 6 x(⟨y, z⟩ = x));

باشد.) موجود yاي چنین (اگر ،ω � ψ(x, y) که است yاي کوچکترین برابر ،first(g(x)) صورت این در
.f(x)=first(g(x)) ،x ∈ Nk هر براي طرفی از است. نشده تعریف آنگاه نباشد موجود yاي چنین اگر و

است. جزئی بازگشتی توابع کلاس به متعلق ،f تابع بنابراین
Σ1−فرمول�هاي توسط ترتیب به ،πni (x) = xi تصویر تابع و s(x) = x+1تالی تابع ،0(x) توابع برعکس:
،f : Nk → N جزئی توابع کلاس که می�شود داده نشان و می�شوند، تعریف ،y = xi و y = x+1 ،y = 0
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بسته ساز، کمینه قاعده و بازگشت قاعده و توابع ترکیب تحت و بوده تصاویر و تالی ،0 توابع شامل
است.

هستند. Σ1 بازگشتی، توابع بالا قضیه به توجه با پس

براي که باشد موجود ψ(x) فرمول −Σ1 اگر تنها و اگر است r.e. مجموعه یک A ⊆ ωk .2.3.2 نتیجه
.a ∈ A⇐⇒ ω |= ψ(a) باشیم داشته a ∈ ωk هر

در .A = Dom(f) که است موجود f : ωk −→ ω جزئی بازگشتی تابع آنگاه باشد r.e. ،A اگر برهان.
معادل داراي Γf (x, y)قبل قضیه طبق .x ∈ A⇐⇒ ω |= ∃yΓf (x, y) داریم x ∈ ωk براي این�صورت

است. ψ(x) مانند Σ1−فرمول یک معادل ∃yΓf (x, y) پس است. Σ1

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را f(x) تابع شود. تعریف ψ Σ1−فرمول توسط A کنید فرض برعکس:

f(x) =

{0 ω|=ψ(x)

∞ otherwise

چون و است جزئی بازگشتی f قبل قضیه طبق .Γf (x, y) ⇐⇒ ω |= ψ(x) ∧ y = 0 داریم نتیجه در
است. r.e. ،A مجموعه لذا ،A = Dom(f)

موجود ψ(x) Π1−فرمول و ϕ(x) Σ1−فرمول اگر تنها و اگر است بازگشتی A ⊆ ωk .3.3.2 نتیجه
∆1 بازگشتی، مجموعه�هاي دیگر عبارت به .x ∈ A ⇐⇒ ω |= ϕ(x) ⇐⇒ ω |= ψ(x) که باشند

هستند.

پس است r.e. A چون هستند. r.e. دو هر Ac و A پس است، بازگشتی A کنید فرض برهان.
است موجود ψ1 Σ1−فرمول پس است r.e. Ac چون است. برقرار شرط که است موجود ϕ Σ1−فرمول

دو هر A,Ac که داریم فرض از رابطه دیگر جهت براي .ψ = ¬ψ1 دهید قرار است. برقرار شرط که
است. بازگشتی Aپس هستند، r.e.

Σ1−فرمول یک هرگاه می�شود نامیده PA در بازگشتی اثبات�پذیر طور به f تابع .4.3.2 تعریف
شود: تعریف زیر �صورت به PA مدل�هاي همه در f و PA ⊢ ∀x∃!yθ(x, y) که باشد موجود θ(x, y)
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باشد. برقرار θ(x, y) Σ1−فرمول که �yاي یگانه از است عبارت f(x)
در بازگشتی اثبات��پذیر �طور به واقع در هستند. بازگشتی اثبات�پذیر �طور به مقدماتی بازگشتی توابع

([2] از 1.53 (قضیه هستند. PA از IΣ1 نظریه زیر

M استاندارد نشاننده ε و Mتعریف�پذیر در N �که طوري M,Nبه |= PA کنید فرض .5.3.2 تبصره
m ∈M هر ازاي به آنگاه باشد PA در بازگشتی اثبات�پذیر طور به تابع یک f(x) = y اگر باشد. N در

.M |= fN (ε(m)) = ε(f(m)) داریم

.ε(M) |= f(ε(m)) = ε(n) داریم ε بودن نشاننده به توجه با .M |= f(m) = n کنید فرض برهان.

.ϕ ∈ ∆0 که می�شود تعریف ∃zϕ(x, y, z)مثل فرمولی استپستوسط Σ1−فرمول یک f(x) = y چون
است، تعریف�پذیر M در ε ولی .N |= f(ε(m)) = (n) لذا .ε(M) <∆0 N پس ε(M) ⊆e N �چون

.M |= f(m) = n −→ fN (ε(m)) = ε(n) بنابراین

رشته�هاي مجموعه از یک به یک است تابعی ،LPA زبان براي گودل کدگذاري یک .6.3.2 تعریف
باشد: زیر شرایط داراي که طبیعی اعداد مجموعه به نمادها از متناهی

باشد، محاسبه�پذیر تابع یک g (الف)
باشد، ω از محاسبه�پذیر زیر�مجموعه�اي g برد (ب)

باشد. محاسبه�پذیر تابع یک g وارون تابع (ج)

با کردن کار جاي به می�سازد قادر را ما که است، بوده گودل بزرگ ایده�هاي از یکی کدگذاري این
راه�هاي کنیم. کار است، طبیعی عدد یک و می�شود داده نشان pϕq نماد با که آن کد با ϕ LPA−فرمول

است: زیر قرار به روش�ها این از یکی دارد. وجود عدد�دهی این براي متعددي
تساوي نماد و ( و ) پرانتزهاي و LPA = {+, ·, 0, 1, <} و ¬ ،∨ ،∧ ،−→ ،←→ ،∀ ،∃ منطقی نمادهاي

با: است مساوي الفبا مجموعه پس می�گیریم. نظر در را v, v′
, v

′′
, v

′′′
, ... متغیرهاي و =

الفبا. = {+, ., 0, 1, <,¬,∨,∧,−→,←→, ∀, ∃, (, ),=, v,′ , ♯}
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وجود الفبا براي نماد 18 لذا می�شود. استفاده برهان�ها در فرمول�ها کردن جدا براي که است نمادي ♯
می�دهیم: قرار و می���دهیم اختصاص آنها براي راست به چپ از ترتیب به را 0, 1, 2, ..., 17 اعداد دارد.

برهان p = (σ0, ..., σn) اگر همچنین است. si گودل کد nsi که ps0, ..., skq = Σki=018
i(nsi + 1)

.ppq = pσ0♯σ1♯...♯σnq آنگاه باشد

قرارداد:
باشد: PA شامل نظریه یک ،T کنید فرض

نظر در اول عدد x−امین به x مقدماتی بازگشتی تابع کننده تعریف LPA−فرمول را p(x) = y •

می�گیریم.

می�گیریم: نظر در زیر مقدماتی بازگشتی تابع کننده تعریف LPA−فرمول را (z)x = y •

.(z)x = µz 6 z(p(x)y | z ∧ p(x)y+1 - z)

می�گیریم. نظر در p(x)|y رابطه کننده تعریف LPA−فرمول را x ∈ y •

به n مقدماتی بازگشتی تابع کننده تعریف LPA−فرمول را pδ(x)q = y ،δ(x) ترم هر براي •
می�باشد. 1 تا x تعداد به x = 1 + (1 + (+...)) آن، در که می�گیریم نظر در pδ(n)q

می�گیریم. نظر در {pϕq : ϕ ∈ T} مجموعه مساوي را TG •

دهید: قرار است. T نظریه در y کد با برهانی داراي x کد با گزاره که می�کند بیان PrT (x, y) •
به است. T نظریه در اثبات�پذیر گزاره�اي کد ،x دیگر، عبارت به ،PrT (x) ≡ ∃yPrT (x, y)
فرمول را ConT سرانجام و است. اثبات�پذیر محمولات منطق در x می�کندکه بیان Pr∅(x) �ویژه

بگیرید. نظر در ¬PrT (p0 = 1q)

فرمول�هاي از p(x) مثل است مجموعه�اي M روي نوع یک .M |= PA کنید فرض .7.3.2 تعریف
�که طوري به پارامترهاست) از ثابت چندتایی یک a ∈M و متغیرها از ثابت چندتایی یک x) φ(x, a)



22 مقدماتی و پایه مفاهیم .2 فصل

مجموعه زیر هر براي یعنی است. صدق�پذیر M در یکنواخت طور به p(x) متناهی مجموعه زیر هر
.M |= ∃x∧k

i=1 ϕi(x, a) ،p(x) از ϕ1(x, a), ..., ϕk(x, a) متناهی
باشد. بازگشتی {pϕ(x, y)q : ϕ(x, a) ∈ p(x)} ⊆ ω مجموعه هرگاه می�شود گفته بازگشتی p(x) نوع
در p(x) نوع گوئیم است). گرفته قرار a جاي به که است x از مجزا متغیرهاي از ثابت چندتایی یک y)
باشیم داشته ϕ(x, a) ∈ p(x) هر ازاي به که طوري به باشد موجود b ∈ M هرگاه می�یابد تحقق M

.M |= ϕ(b, a)

نوع هر هرگاه نامند �اشباع�شده بازگشتی طور به را M مدل .M |= PA کنید فرض .8.3.2 تعریف
یابد. تحقق M در M روي بازگشتی

قرارداد
شود. ذکر آن خلاف آنکه مگر بود خواهد PA مدل�هاي ،M,N حروف از منظور بعدي فصل�هاي در



3 فصل
M در ∅−تعریف�پذیر مدل�هاي

∅−تعریف�پذیر مدل�هاي 1.3
∅−تعریف�پذیر مدل هر که دید خواهیم می�شوند. بررسی M در ∅−تعریف�پذیر مدل�هاي فصل این در

باشد. M با مقدماتی هم�ارز N و M ≻ ω هرگاه است M با یکریخت ،M در N

نامیده تعریف�شده یکنواخت طور به ،M تعریف�پذیر زیرمجموعه�هاي از Ψ مجموعه .1.1.3 تعریف
که: طوري به باشد موجود ϕ(x, y) فرمول هرگاه می�شود،

.Ψ ⊂ {{b ∈M :M |= ϕ(b, a)} : a ∈M}

نیستند. تعریف�شده یکنواخت طور به ،M ∅−تعریف�پذیر زیرمجموعه�هاي همه مجموعه .2.1.3 گزاره

از استفاده با شوند. تعریف یکنواخت طور به ،ϕ(x, y) فرمول توسط و نباشد چنین کنید فرض برهان.
کنید. تعریف ¬ϕ(x, x) فرمول را ψ(x) کرد. فرض y متغیر تک را y چندتایی می�توان کدگذاري روش

.M |= ∀x(ψ(x)←→ ϕ(x, a)) که طوري به دارد وجود a ∈M عنصر فرض، طبق این�صورت در
است! ψ فرمول تعریف با متناقض این اما .M |= ψ(a)←→ ϕ(a, a) داریم بنابراین

dclM (∅) روي ε : M −→ N استاندارد نشاننده و M در ∅−تعریف�پذیر ،N کنید فرض .3.1.3 لم
است. یکریختی یک ،ε نگاشت دراین�صورت باشد. مقدماتی
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عناصر پس نباشد. چنین کنید فرض است. مقدماتی ،ε نگاشت که می�شود داده نشان ابتدا برهان.
و N |= ¬ϕ(ε(a1), ..., ε(an)) که طوري به دارند وجود ϕ(x1, ...xn) فرمول و a1, ..., an ∈M

داریم: است M در ∅−تعریف�پذیر ،N که آنجایی از .M |= ϕ(a1, ..., an)

.M |= ∃x1, ...,∃xn(ϕ(x1, ..., xn) ∧ ¬ϕN (ε(x1), ..., ε(xn)))

که طوري به دارند وجود m1, ...mn ∈ dclM (∅) عناصر پس ،M ≻ dclM (∅) چون حال
و N |= ¬ϕ(ε(m1), ..., ε(mn)) بنابراین .M |= ϕ(m1, ...,mn) ∧ ¬ϕN (ε(m1), ..., ε(mn))

می�باشد! dclM (∅) روي ε نگاشت بودن مقدماتی با متناقض این اما .M |= ϕ(m1, ...,mn)

انتخاب را ϕ(x) پارامتر بدون و دلخواه فرمول و b ∈ N \ ε(M) عنصر و ε(M) ⊀= N کنید فرض حال
لم برهان (طبق N |= ∃a(∀x < b)(ϕ(x) ←→ x ∈ a) اینکه و ε بودن مقدماتی به توجه با کنید.

داریم: ،(18.2.2

.M |= ϕ(c)⇐⇒ N |= ϕ(ε(c))⇐⇒ N |= ε(c) ∈ a

مجموعه�هاي زیر همه بنابراین .M |= ϕ(c)⇐⇒M |= ε(c) ∈N aپس است، Mتعریف�پذیر در N اما
توجه با .ε(M) = N پس است! تناقض یک که می�شوند تعریف یکنواخت طور به ،M ∅−تعریف�پذیر

.M ∼= N داریم می�کند، برقرار M و ε(M) بین یکریختی یک ،ε نگاشت که این به

این در باشد. آن با مقدماتی هم�ارز و ∅−تعریف�پذیر ،M در N و M ≡ ω کنید فرض .4.1.3 قضیه
است. M با یکریخت تعریف�پذیر طور به N �صورت،

دارد وجود ϕ(x) فرمول پس ،b ∈ dclM (∅) کنید فرض .dclM (∅) = ω می�دهیم نشان ابتدا برهان.
ω ⊆M چون و ω |= ∃!xϕ(x) داریم M ≡ ω به توجه با .M |= ϕ(b) و M |= ∃!xϕ(x) که طوري به
تعریف M در v = n قرمول توسط n ∈ ω هر دیگر، طرف از .dclM (∅) ⊆ ω بنابراین و b ∈ ω پس
،ω روي ε نگاشت که می�دهیم نشان اکنون .M ≻ ω بنابراین و dclM (∅) = ω نتیجه در است. �پذیر
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از .M |= ϕ(n) ⇐⇒ N |= ϕ(ε(n)) داریم ϕ(v) فرمول هر و n ∈ ω هر براي یعنی است، مقدماتی
داریم: پس ،N ≡M ≡ ω ∼= ε(ω) که آنجا

.M |= ϕ(n)⇐⇒ ω |= ϕ(n)⇐⇒ ε(ω) � φ(ε(n))⇐⇒ N � φ(ε(n))

دیگر بیانی به قبل قضیه
تعریف�پذیر طور به N آنگاه باشد N ≡ M و M ≻ ω اگر باشد. ∅−تعریف�پذیر ،M در N کنید فرض

است. M با یکریخت
داشت: خواهیم را زیر نتیجه قبل، قضیه به توجه با

.N ∼= ω آنگاه باشد، آن با مقدماتی �ارز هم و �پذیر ∅−تعریف ،ω در N اگر .5.1.3 نتیجه



4 فصل
M در M−تعریف�پذیر مدل�هاي

M در M−تعریف�پذیر مدل�هاي 1.4
تحت که شد داده نشان و گرفتند قرار بررسی مورد ،M مدل در ∅−تعریف�پذیر مدل�هاي ،3 فصل در

هستند. یکریخت M با ،M در ∅−تعریف�پذیر مدل�هاي همه شرایطی،
M−تعریف�پذیري اگر که دید خواهیم و می�شوند مطالعه ،M در M−تعریف�پذیر مدل�هاي فصل این در

بود. نخواهد درست ،4.1.3 قضیه آنگاه شود، جایگزین ∅−تعریف�پذیري با

.SSy(M) = SSy(N) آنگاه باشد تعریف�پذیر M در N و نااستاندارد مدل یک M اگر .1.1.4 لم

توسط ،M در کد�شده مجموعه یک D و N در M استاندارد نشاننده ،ε نگاشت کنید فرض برهان.
صورت به Σ1−فرمول یک n ∈ a .M |= n ∈ a و دلخواه n ∈ D کنید فرض همچنین باشد. a
که این به توجه با است. o∆−فرمول یک ،(a = x ·p(n)) عبارت آن در که می�باشد ∃x(a = x ·p(n))

پس .M ≺∆0 N داریم می�کند، برقرار ε(M) و M بین خودریختی یک ،ε نگاشت و ε(M) ≺∆0 N

.∃x ∈M ; M |= x · p(n) =⇒ ∃x ∈ N ; N |= x · p(n)

D ⊂ ω کنید فرض برعکس است. هم N در کد�شده مجموعه یک D بنابراین .N |= n ∈ a نتیجه در و
است، N از آغازین بخش یک ε(M) ̸= ω که آنجا از باشد. a توسط ،N در کد�شده مجموعه یک
Σ1−فرمول یک y ∈ x و ε(M) ≺∆0 N همچنین .a ∈ ε(M) که کنیم انتخاب طوري را a می�توانیم
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و M بین خودریختی یک ،ε نگاشت چون و می�کند. کد ε(M) در را D ،a ∈ ε(M) بنابراین است.
است. کد�شده M در D می�کند، برقرار ε(M)

این در شود. کد ،a ∈ M توسط M در Th(M)G و باشد PA براي مدلی M کنید فرض .2.1.4 لم
،Con(x∈a∧x6n∗) آن در که ،M |= Con(x∈a∧x6n∗) که طوري به دارد وجود n∗ نااستاندارد عنصر صورت،
،x ∈ T جاي به (x ∈ a ∧ x 6 n∗) جایگذاري آن در که می�دهد نشان را ConT از آمده بدست فرمول

است. گرفته صورت

داریم: است PA براي مدلی ،M که آنجا از باشند. Th(M) از جملاتی ،φ1, ..., φm کنید فرض برهان.

.M |= Pr∅(p¬(φ1 ∧ ... ∧ φm)q) −→ ¬(φ1 ∧ ... ∧ φm)

هم�ارزي از استفاده با آنگاه M |= ¬(Pr∅(p¬(φ1 ∧ ... ∧ φm)q) −→ ¬(φ1 ∧ ... ∧ φm)) اگر (زیرا
نتیجه در .M |= ¬(¬(Pr∅(p¬(φ1 ∧ ... ∧ φm)q) ∨ ¬(φ1 ∧ ... ∧ φm)) داریم p→ q ≡ ¬p ∨ q

اثبات�پذیر محمولات منطق در ¬(φ1∧...∧φm)پسM |= Pr∅(p¬(φ1∧...∧φm)q)∧(φ1∧...∧φm)

اما .M |= ¬(φ1 ∧ ... ∧ φm) نتیجه در .M |= PA در ویژه به است درست مدلی هر در بنابراین است
از .M |= Con{φ1,...,φm} Mپس |= φ1∧ ...∧φm چون Mاست.). |= (φ1∧ ...∧φm) با متناقض این
در و .M |= Con(x∈a∧x6n) داریم n ∈ ω هر ازاي به می�کند، کد M در را Th(M)G ،a ∈M که آنجا

.M |= Con(x∈a∧x6n∗) که طوري به دارد وجود n∗ نااستاندارد عنصر لبریز، لم از استفاده با نهایت

هستند. ارز هم زیر گزاره�هاي صورت این در باشد. PA نااستاندارد مدل ،M کنید فرض .3.1.4 گزاره
مقدماتی هم�ارز و تعریف�پذیر ،M در که طوري به دارد وجود N اشباع�شده بازگشتی طور به مدل (الف)

است. آن با
است. M در کد�شده مجموعه یک ،Th(M)G (ب)

بازگشتی طور به مدل کنید فرض می�دهد. نتیجه را (ب) (الف)، که می�دهیم نشان ابتدا برهان.
که را زیر بازگشتی نوع است. آن در تعریف�پذیر و M با مقدماتی هم�ارز که دارد وجود N اشباع�شده
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بگیرید: نظر در است یافته تحقق N در ،a ∈ N توسط

LPA−جمله�ها. همه براي : {pφq ∈ x↔ φ}

،1.1.4 لم بنابر پس می�کند. کد نیز را Th(M)G مجموعه ،a فوق، بازگشتی نوع �تعریف به توجه با
است. شده کد M در نیز Th(M)G

با معادل ،φ ∈ Th(M)G پس می�شود. کد M در a توسط Th(M)G کنید فرض برعکس حال
.M |= Con(x∈a∧x6n∗) که طوري به دارد وجود n∗ نااستاندارد عضو ،2.1.4 لم بنابر Mاست. � pφq ∈ a

جمله�ها (کدهاي) از H تعریف�پذیر مجموعه می�توانیم هنکین، ساختار سازي صوري از استفاده با اکنون
کند: صدق زیر شرایط در که بسازیم طوري را

است. Th(M) شامل H (1)
است. کامل و سازگار H (2)

است. هنکین نظریه یک H (3)
هر براي که طوري به کنیم تعریف طوري می�توانیم را M در N تعریف�پذیر مدل ،H از استفاده با حال

باشیم: داشته φ(x1, ..., xm) فرمول هر براي و a1, ..., am ∈ N

.N � φ(a1, ..., am)⇐⇒M � pφ(a1, ..., am)q ∈ H

بازگشتی نوع یک ،r(x, b) کنید فرض است. اشباع�شده بازگشتی طور به ،N مدل می�دهیم نشان حال
هر براي �صورت این در باشد. r(x, b) در فرمول�هاي از بازگشتی شمارش یک ،ψ1, ψ2, ... و N در
n ∈ ω هر براي M � p∃x(

∧n
i=1 ψi(x, b))q ∈ H بنابراین .N � ∃x(

∧n
i=1 ψi(x, b)) داریم، n ∈ ω

که طوري به دارد وجود n∗ ∈M نااستاندارد عضو لبریز، از استفاده با حال است. برقرار
که طوري به دارد وجود d ∈ N عضو که است معنی بدین این .M � p∃x(

∧n∗

i=1 ψi(x, b))q ∈ H

d این توسط ،r(x, b) نوع بنابراین است. برقرار ،r(x, b) به متعلق ,φ(xهاي b) همه براي N � φ(d, b)

است. اشباع�شده بازگشتی طور به ،N مدل نتیجه در و می�یابد تحقق
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وجود N∗ ∗Mو مدل�هاي آنگاه ،Th(M)G ∈ SSy(M) که باشد PA براي Mمدلی اگر .4.1.4 نتیجه
.N∗ �M∗ و N∗ ≡M∗ و است تعریف�پذیر ،M∗ در N∗ که طوري به دارند

بستار ،M∗ کنید فرض همچنین می�کند. کد M در را Th(M)G ،a ∈ M کنید فرض برهان.
نوع که جایی آن از .M∗ ≺ M صورت این در باشد. dclM ({a}) یعنی ،{a} مجموعه تعریف�پذیر
،M∗ در {∀x∃!yϕ(x, y) −→ ∀y[ϕ(a, y) −→ y < z] : است LPA−فرمول یک ϕ(x, y)} بازگشتی
کد ،M∗ در Th(M)G پس M∗ ≺ M چون نیست. اشباع�شده بازگشتی طور به M∗ نمی�یابد، تحقق
تعریف�پذیر ،M∗ در که N∗ اشباع�شده بازگشتی طور به مدل یک 3.1.4 گزاره طبق بنابراین است. شده

دارد. وجود است، آن با مقدماتی هم�ارز و

و M ≡ N اگر باشند. اشباع�شده �بازگشتی طور به مدل�هاي ،M,N کنید فرض .5.1.4 تبصره
هستند. یکریخت N و M آنگاه ،SSy(M) = SSy(N)

می�باشد. [9] از 2.7 قضیه همان این برهان.

هر صورت این در باشد. شمارا اشباع�شده بازگشتی طور به مدل یک ،M کنید فرض .6.1.4 گزاره
است. یکریخت M با باشد آن با مقدماتی هم�ارز که M در تعریف�پذیر مدل

می�یابد. تحقق نیز N در بنابراین است. نیز M در بازگشتی نوع یک ،N در بازگشتی نوع هر برهان.
همچنین و SSy(M) = SSy(N) ،1.1.4 لم به توجه با است. اشباع�شده بازگشتی طور به نیز N پس

هستند. یکریخت ،N و M ،5.1.4 تبصره طبق نتیجه در ،N ≡M فرض طبق

باشد. PA براي مدلی ،M کنید فرض .7.1.4 قضیه
طور به که دارد وجود ،N ≡M Mکه در N تعریف�پذیر مدل آنگاه ،Th(M)G ∈ SSy(M) اگر (الف)

نیست. M با یکریخت �تعریف�پذیر
که M در N تعریف�پذیر مدل آنگاه باشد. شمارا و اشباع�شده بازگشتی طور به M کنید فرض (ب)

که طوري به دارد وجود ،N ≡M
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M ∼= N (ب1)
نیست. M با یکریخت تعریف�پذیر، طور به N (ب2)

مجموعه تعریف�پذیر بستار را M∗ می�کند. کد M در را Th(M)G ،a ∈ M کنید فرض (الف) برهان.
انتخاب ∗Mرا در N∗ تعریف�پذیر مدل می�توانیم ،4.1.4 نتیجه برهان مشابه بگیرید. نظر Mدر در {a}
M∗ در یکریخت تعریف�پذیر طور به M∗ و N∗ ویژه به .N∗ � M∗ و N∗ ≡ M∗ که طوري به کنیم

دهید، قرار باشد. N∗ کننده تعریف LPA(M∗)−فرمول ،ϕ(x) کنید فرض نیستند.
که می�دهیم نشان اکنون است. نیز Th(M) مدل یک N ،M∗ ≺M چون .N = {m :M |= ϕ(m)}

و ψ(x, y, z) LPA−فرمول پس نباشد. چنین کنید فرض نیست. N با یکریخت تعریف�پذیر طور Mبه
،N Mو بین را σ(x) = y تعریف�پذیر یکریختی ،ψ(x, y, b) فرمول که دارند وجود ،b ∈M پارامتر یک
یکریختی یک ψ(x, y, b∗) که طوري به دارد وجود b∗ ∈ M∗ عنصر ،M∗ ≺ M چون می�کند. تعریف

است! N∗ �M∗ با متناقض این اما می�سازد. برقرار N∗ و M∗ بین تعریف�پذیر
M در را Th(M)G که دارد وجود a ∈ M پس است، اشباع�شده بازگشتی طور به ،M چون (ب)
تعریف�پذیر، طور به ،N صورت این در باشد. (الف) در آمده بدست مدل N کنید فرض می�کند. کد

هستند. یکریخت ،N و M که دیدیم 6.1.4 گزاره طبق اما نیست، M با یکریخت

از شمارا مقدماتی توسیع�هاي براي را زیر نتیجه می�توان 4.1.3 قضیه و فصل این نتایج به توجه با
نمود. ارایه ω

برقرارند. زیر موارد صورت این در باشد. شمارا مدل یک M ≻ ω کنید فرض .8.1.4 نتیجه
.(4.1.3 (قضیه N ∼=M آنگاه باشد، ∅−تعریف�پذیر ،M در N ≡M اگر (1)

هم�ارز که اشباع�شده بازگشتی طور به M−تعریف�پذیر مدل هیچ آنگاه ،Th(ω)G /∈ SSy(M) اگر (2)
.(3.1.4 (گزاره ندارد وجود باشد، M با مقدماتی

هم�ارز M با که دارد وجود ،N مانند M−تعریف�پذیر مدل یک آنگاه ،Th(ω)G ∈ SSy(M) اگر (3)
.(7.1.4 (قضیه نیست M با یکریخت تعریف�پذیر طور به اما است مقدماتی
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داراي که دارد N مانند تعریف�پذیري مدل یک M آنگاه باشد، اشباع�شده بازگشتی طور به M اگر (4)
است: زیر خصوصیات

N ≡M (الف)
N ∼=M (ب)

.(7.1.4 (قضیه نیست M با یکریخت تعریف�پذیر طور به N (ج)



5 فصل
تننباوم قضیه توسیع

تننباوم قضیه توسیع 1.5
می�کند بیان (1959) تننباوم مشهور قضیه باشد. (N,+, ·, <, 0, 1) استاندارد مدل ،ω که کنید فرض
.M ∼= ω آنگاه باشد، ·M یا +M بازگشتی اعمال با ω استاندارد مدل در تعریف�پذیر مدل یک ،M اگر که
داده توسعه باشد، گرفته قرار نااستاندارد مدل یک ω جاي به که حالتی براي حقیقت، این فصل این در

می�شود.

،B گوئیم باشد.� ثابت طبیعی عدد یک n و Mk از زیرمجموعه�اي ،B کنید فرض .1.1.5 تعریف
(M از پارامترهاي (با ψ(x) Πn+1−فرمول و φ(x) Σn+1−فرمول اگر است n+1(M)△−تعریف�پذیر

:m ∈Mk هر براي و M∗ ≻Σn M انتهایی توسیع هر براي که �طوري به باشند، موجود

.m ∈ B ⇐⇒M∗ � φ(m)⇐⇒M∗ � ψ(m)

گوئیم n+1(M)∆−تعریف�پذیر را f آنگاه باشد. تابع یک f : Mk −→ M کنید فرض همچنین
انتهایی توسیع هر براي �که طوري به باشد، موجود (M از پارامترهاي (با φ(x, y) Σn+1−فرمول اگر

باشیم: داشته M∗ ≻Σn M

و M∗ � ∃!yφ(m, y) ،m ∈M هر براي (1)
.M∗ � φ(m,n) اگر تنها و اگر f(m) = n ، m,n ∈M هر براي (2)

32
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∗Mنشان مدل در را f تابع تعریف�پذیري (2) شرط و f تابع خوش�تعریفی (1) شرط تعریف، به توجه با
می�دهد.

نکته:
است. زیر مطلب از تعمیمی قبل تعریف

باشند موجود ،ψ(x) Π1−فرمول و φ(x) Σ1−فرمول اگر تنها و اگر است، بازگشتی B ⊆ Nk مجموعه
:n ∈ Nk هر ازاي به که طوري به

.n ∈ B ⇐⇒ ω � φ(n)⇐⇒ ω � ψ(n)

n ∈ Nk هر ازاي به است، ω از 0∆−مقدماتی انتهایی توسیع یک ،M � PA مدل هر که جایی آن از
(ω)1∆−تعریف�پذیر بازگشتی مجموعه هر پس .n ∈ B ⇐⇒ M � φ(n) ⇐⇒ M � ψ(n) داریم،

است.

شرایط در که نیز، Πn+1−فرمول یک توسط f آنگاه باشد، n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،f اگر .2.1.5 لم
می�شود. تعریف می�کند، صدق فوق تعریف از (2) و (1)

چنان φ(x, y) Σn+1−فرمول صورت این در باشد. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،f کنید فرض برهان.
که: است موجود

.M∗ � ∃!yφ(m, y) ،m ∈M هر براي (1)
.M∗ � φ(m,n) اگر تنها و اگر f(m) = n ، m,n ∈M هر براي (2)

تعریف M در را f تابع زیر Πn+1−فرمول .ψ ∈ Πn که φ(x, y) = ∃zψ(x, y, z)،دهید قرار حال
می�کند:

.θ(x, y) ≡ ∀z∀v(ψ(x, v, z) −→ v = y)

می�کند. صدق قبل تعریف (2) و (1) شرایط در فرمول این می�دهیم نشان
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،M∗ 2 ∃yθ(m, y) اگر .M∗ � ∃!yφ(m, y) صورت، این در .m ∈M کنید فرض :(1) شرط بررسی
پس .M∗ � ∀y(∃z∃v(ψ(m, v, z) ∧ v ̸= y)) ،θ تعریف طبق .M∗ � ∀y(¬θ(m, y)) آنگاه

است. تناقض که ،M∗ � φ(m, v) و M∗ � φ(m, y)

،θ تعریف طبق .y1 ̸= y2 که M∗ � θ(m, y2) و M∗ � θ(m, y1) کنید، فرض حال
پس .M∗ � ∀z∀v(ψ(m, v, z) −→ v = y2) و M∗ � ∀z∀v(ψ(m, v, z) −→ v = y1)

است. تناقض این که y1 ̸= y2 و M∗ � φ(m, y2) و M∗ � φ(m, y1)

می�گیریم نتیجه f(m) = n اینکه از .M∗ 2 θ(m,n) اما f(m) = n کنید، فرض :(2) شرط بررسی
و M∗ � φ(m, v) پس .M∗ � ∃z∃v(ψ(m, v, z) ∧ v ̸= n) ،θ تعریف طبق .M∗ � φ(m,n) که

است. تناقض این که M∗ � φ(m,n)

نتیجه در .k ̸= n که f(m) = k پس .f(m) ̸= n اما M∗ � φ(m,n) کنید، فرض حال
می�باشد. (1) شرط با متناقض این اما .M∗ � θ(m, k)

آنگاه شود، تعریف M در Σn+1−فرمول یک توسط که باشد تابع یک ،f :Mk −→M اگر .3.1.5 لم
است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،f

Πn+1−فرمول: آنگاه کند، تعریف را f تابع ،(ψ ∈ Πn) ∃zψ(x, y, z) Σn+1−فرمول اگر برهان.

θ(x, y) ≡ ∀z∀v(ψ(x, v, z) −→ v = y)

،f نتیجه در است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،f تابع گراف پس می�کند. تعریف را f تابع نیز
است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر

داریم: را زیر حقایق n+1(M)∆−تعریف�پذیري، مورد در .4.1.5 تبصره
است. (ω)1∆−تعریف�پذیر ،ω روي بازگشتی تابع یک (1)

لم طبق حکم می�شوند، تعریف Σ1−فرمول یک توسط ،ω روي بازگشتی توابع که آنجایی از برهان.
است. برقرار قبل
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هستند. بسته ترکیب تحت n+1(M)∆−تعریف�پذیر، توابع (2)

،(1 6 i 6 k هر ازاي (به ،gi : Mn −→ M و f : Mk −→ M توابع کنید فرض برهان.
که Φi(xi, yi) و Φ(x, y) Σn+1−فرمول�هاي تعریف، طبق بنابراین باشند. n+1(M)∆−تعریف�پذیر

M∗ ≻Σn M انتهایی توسیع هر ازاي به �که طوري به دارند وجود �giها و f براي ترتیب به ،1 6 i 6 k

داریم:

1f : ∀m ∈M,M∗ � ∃!yΦ(m,n)

2f : ∀m,n ∈M,f(m) = n⇐⇒M∗ � Φ(m,n)

،1 6 i 6 k هر ازاي به و

1gi : ∀mi ∈M,M∗ � ∃!yiΦi(mi, yi)

2gi : ∀mi, ni ∈M, gi(mi) = ni ⇐⇒M∗ � Φi(mi, ni)

کنید: تعریف زیر به�صورت ،1 6 i 6 k هر ازاي به را ψ(xi, z) Σn+1−فرمول

.∃y1, ...,∃yk(Φ1(x1, y1) ∧ ... ∧ Φk(xk, yk) ∧ Φ(y1, ..., yk, z))

داریم: حال

1 : ∀mi ∈M,M∗ � ∃!yψ(mi, y)

2 : ∀mi, n ∈M,f(g1(mi), ..., gk(mi)) = n⇐⇒M∗ � ψ(mi, n)

باشند، n+1(M)∆−تعریف�پذیر رابطه یک ،A(x, y) و n+1(M)∆−تعریف�پذیر تابع یک f اگر (3)
است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر نیز، A(x, f(y)) رابطه آنگاه
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برهان.

.A(x, f(y)) = {(x, y) : A(x, f(y))} = {(x, y) : ∃z(z = f(y) ∧A(x, z))}

نیز، A(x, f(y)) هستند، n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،A(x, z) و f اینکه به توجه با بنابراین
است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر

f آنگاه باشد، n+1(M)∆−تعریف�پذیر دامنه با n+1(M)∆−تعریف�پذیر جزئی تابع یک ،f اگر (4)
داد. گسترش n+1(M)∆−تعریف�پذیر، تام تابع یک به می�توان را

کنید تعریف برهان.

f∗(x) =

{
f(x) x ∈ Dom(f)
0 x /∈ Dom(f)

n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،A مجموعه .Dom(f) = A $ Mk کنید فرض است. تام f∗ این�صورت در
توسیع هر ازاي به که طوري به هستند موجود ψ(x) Πn+1−فرمول و φ(x) Σn+1−فرمول پس است،

داریم: m ∈Mk هر ازاي به و M∗ ≻Σn M انتهایی

.m ∈ A⇐⇒M∗ � φ(m)⇐⇒M∗ � ψ(m)

داریم: m ∈Mk هر براي حال

.m ∈ Ac ⇐⇒M∗ � ¬φ(m)⇐⇒M∗ � ¬ψ(m)

Σn+1−فرمول پس است. n+1(M)∆−پذیر نیز، f تابع است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر نیز، Ac بنابراین
فرمول را θ(x, y) حال می�کند. صدق قبل، تعریف از (2) و (1) شرایط در که است موجود ،λ(x, y)
−∆n+1(M) و است Σn+1−فرمول ،θ وضوح به بگیرید. (λ(x, y) ∧ φ(x)) ∨ (λ(x, 0) ∧ ¬ψ(x))

می�کند. برآورده را f∗ تابع تعریف�پذیري

می�شود. داده تعمیم n+1(M)∆−تعریف�پذیري به M در N مدل تعریف�پذیري حال
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،N گوئیم باشد. طبیعی عدد یک n و PA مدل�هاي N و M کنید فرض .5.1.5 تعریف
1N و 0N عناصر ،DN ⊂ M n+1(M)∆−تعریف�پذیر مجموعه هرگاه، است n+1(M)∆−تعریف�پذیر

<N⊂M2 n+1(M)∆−تعریف�پذیر مجموعه Mو در ·N و +N n+1(M)∆−تعریف�پذیر توابع ،DN در
.N = (DN , 0N , 1N ,+N , ·N , <N ) که �طوري به باشند موجود ،M در

،ε آنگاه باشد، N به M از استاندارد نشاننده ε و n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،N اگر .6.1.5 لم
است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر

کنید: تعریف زیر به�صورت را φ(x, y) فرمول برهان.

.∃z[(z)0 = 0 ∧ ((z)x = y ∧ (∀i < x)((z)i+1 = (z)i +N 1)]

توسط ،εنگاشت نتیجه در می�با�شد. Σn+1−فرمول یک φ لذا است، n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،+N چون
است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،εنگاشت ،3.1.5 لم به بنا حال است. شده تعریف M در φ

n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،ε(x) ∈N y رابطه آنگاه باشد، n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،N اگر .7.1.5 لم
است.

باشد. (∃w ∈ DN )(x = y ·N w +N z ∧ z <N y) فرمول ،modN (x, y) = z کنید فرض برهان.
،ε ،6.1.5 لم به بنا زیرا است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،modN (x, y) = z که می�شود نتیجه ،3.1.5 از
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ψ(x, y) و φ(x, y) فرمول�هاي −Σn+1 است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر

.φ(x, y) ≡ ∃w(w = p(x) ∧ modN (y, ε(w)) = 0)

.ψ(x, y) ≡ ∃w(w = p(x) ∧ (∃u ∈ DN )(modN (y, ε(w)) = u ∧ u ̸= 0))

n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،ε اینکه به توجه با می�باشد. اول عدد x−امین دهنده نشان p(x) آن در که
داریم: a, b ∈M هر ازاي به است،

N � ε(a) ∈ b⇐⇒ N � ∃x[p(ε(a)) · x = b]



38 تننباوم قضیه توسیع .5 فصل

( 16.2.2 تبصره به بنا )
⇐⇒M � (∃x ∈ DN )[pN (ε(a)) ·N x = b]

(5.3.2 تبصره به (بنا
⇐⇒M � (∃x ∈ DN )[ε(p(a)) ·N x = b]

⇐⇒M � φ(a, b)

داریم: ψ و φ ضابطه به توجه با همچنین و

.N 2 ε(a) ∈ b⇐⇒M 2 φ(a, b)⇐⇒M � ψ(a, b)

طوري به ندارد وجود a, b ∈ M هیچ که می�دهیم نشان ،M∗ ≻Σn M انتهایی توسیع هر براي حال
�که:

.M∗ � φ(a, b) ∧ ψ(a, b)

پس ،M∗ � ψ(a, b) چون ،M∗ � φ(a, b) ∧ ψ(a, b) که باشند چنان a, b ∈M کنید فرض

.∃a, b ∈M∗ :M∗ � c = p(a) ∧ d ∈ DN ∧modN (b, ε(c)) = d ∧ d ̸= 0

و c, d ∈M پس هستند، n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،p, ε,modN توابع که آنجا از

.M � c = p(a) ∧ d ∈ DN ∧modN (b, ε(c)) = d ∧ d ̸= 0

با متناقض این، اما می�رسیم. M � φ(a, b) به ،M∗ � φ(a, b) از طریق همین به .M � ψ(a, b) پس
می�افتد: اتفاق زیر حالت دو از یکی ،a, b ∈M هر ازاي به پس است. M بودن بودن مدل

،M∗ � ψ(a, b)⇐⇒M � ψ(a, b)⇐⇒M � ¬φ(a, b)⇐⇒M∗ � ¬φ(a, b) (1)
.M∗ � φ(a, b)⇐⇒M � φ(a, b)⇐⇒M � ¬ψ(a, b)⇐⇒M∗ � ¬ψ(a, b) (2)

است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،ε(x) ∈N y رابطه می�دهد نشان حالت دو هر
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،Ψ اعضاي آنگاه باشد، M n+1(M)∆−تعریف�پذیر زیر�مجموعه�هاي همه مجموعه ،Ψ اگر .8.1.5 لم
1.1.3 (تعریف نمی�شوند تعریف یکنواخت طور به ،A(x, y) n+1(M)∆−تعریف�پذیر رابطه یک توسط

ببینید). را

طور به Ψرا که باشد چنان ،A ⊆M2 n+1(M)∆−تعریف�پذیر رابطه و نباشد چنین فرضکنید برهان.
است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،B .B = {a ∈ M : (a, a) /∈ A} کنید تعریف کند. تعریف یکنواخت
به موجودند ψ(x) Πn+1−فرمول و φ(x) Σn+1−فرمول ،A n+1(M)∆−تعریف�پذیري به توجه با زیرا

داریم: ،M∗ ≻Σn M انتهایی توسیع هر براي که طوري

.a ∈ A⇐⇒M∗ � φ(a)⇐⇒M∗ � ψ(a)

داریم: اکنون

.a ∈ B ⇐⇒ (a, a) /∈ A⇐⇒M∗ � ¬φ(a)⇐⇒M∗ � ¬ψ(a)

به دارد وجود b ∈ M بنابراین و B ∈ Ψ پس است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،B می�دهد نشان که
یک که (b, b) ∈ A ⇐⇒ (b, b) /∈ A داریم، این�صورت در .B = {a ∈ M : (a, b) ∈ A} که طوري

ببینید). را 2.1.3 گزاره (برهان است آشکار تناقض

در باشد. Σn−مقدماتی ،ε استاندارد نشاننده و n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،N کنید فرض .9.1.5 قضیه
است. M با یکریخت تعریف�پذیر، طور به ،N صورت این

داریم: a ∈ N هر براي که می�شود دیده a روي استقرا با ابتدا برهان.

.N |= ∃y(∀x < a)(ϕ(x)←→ x ∈ y) (⋆)

است. برقرار (⋆) پس ،M � x < 0 که نیست موجود x ∈ N که آنجا از ،a = 0 براي
.N � (∀x < a)(φ(x)←→ x ∈ y) که است موجود y ∈ N پس باشد. برقرار a براي (⋆) کنید فرض

داریم: را زیر حالت دو
است. اول عدد a−امین ،p(a) که ،z = p(a).y می�دهیم قرار حالت این در .N � φ(a) (الف)
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،N � p(a)k+1 - y و N � p(a)k|y که بگیرید چنان را k ∈ ω ابتدا حالت این در .N � ¬φ(a) (ب)
داریم: و z ∈ N حالت دو هر در .z = y/p(a)k دهید قرار سپس

.N � ∀x(x < a+ 1→ x = a ∨ x < a) زیرا ،N � ∃z(∀x < a+ 1)(ϕ(x)←→ x ∈ z)

N براي Σn−مقدماتی آغازین بخش یک ،ε(M) باشد. پوشا غیر ،ε استاندارد نشاننده کنید فرض حال
براي شاهدي عنوان به را φ(x, b) فرمول −Σn+1 باشد، تعریف�پذیر −∆n+1(M) ،A ⊂ M اگر است.

داریم: a ∈M براي حال می�کنیم. انتخاب ،A مجموعه n+1(M)∆−تعریف�پذیري

.a ∈ A⇐⇒M � φ(a, b)⇐⇒ N � φ(ε(a), ε(b))

و N � ε(M) < d که می�گیریم نظر در چنان را d, e ∈ N حال
که می�گیریم نتیجه a ∈M براي اکنون .N � (∀x < d)(φ(x, ε(b))←→ x ∈ e)

.a ∈ A⇐⇒ N � ε(a) ∈ e⇐⇒M � ε(a) ∈N e

زیرمجموعه�هاي همه رابطه، پساین است. n+1(M)∆−تعریف�پذیر ،ε(x) ∈N y رابطه ،7.1.5 لم طبق
است. تناقض که می�کند تعریف یکنواخت صورت به را n+1(M)∆−تعریف�پذیر

است. تننباوم قضیه تعمیم زیر نتیجه قبل، قضیه به توجه با

است. M با یکریخت تعریف�پذیر، طور به N آنگاه باشد (M)1∆−تعریف�پذیر ،N اگر .10.1.5 نتیجه

φ(x) کنید فرض است. 0∆−مقدماتی استاندارد، نشاننده که دهیم نشان باید قضیه به توجه با برهان.
داریم: صورت این در .a ∈M و باشد فرمول −∆0 یک

.M � φ(a)⇐⇒︸︷︷︸
(1)

ε(M) � φ(ε(a))⇐⇒︸︷︷︸
(2)

N � φ(ε(a))

بدلیل و (1) رابطه می�کند برقرار ε(M) و M بین خودریختی یک ،ε اینکه دلیل به بالا عبارت در که
است. برقرار (2) رابطه ،ε(M) ≺△0 N اینکه
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قضیه در که معنا این به می�دهد. ارائه بیشتري شرایط با را تننباوم قضیه از نسخه�اي بعد، نتیجه
بازگشتی استاندارد، مدل در تعریف�پذیر مدل ضرب یا جمع عمل�هاي از یکی که بود این بر فرض تننباوم

است. استاندارد مدل در بازگشتی مدل یک مربوطه، مدل که است این بر فرض اینجا در اما است،

است. استاندارد ،N آنگاه باشد، ω استاندارد مدل در بازگشتی مدل یک ،N اگر .11.1.5 نتیجه

برقرار نتیجه این قبلی، نتیجه به توجه با و است تعریف�پذیر −∆1(ω) ، ω در بازگشتی مدل هر برهان.
است.
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تعریف�پذیر مدل�هاي ساخت براي روشی 1.6
ساخت براي جدیدي روش ،[6] در رفته کار به کوتلارسکی روش بر اصلاحی از استفاده با فصل این در
تعریف�پذیر مدل که شد خواهد داده نشان ویژه به می�شود. ارائه PA مدل�هاي در تعریف�پذیر مدل�هاي
از +Σ−مقدماتی

m انتهایی توسیع یک و اشباع�شده بازگشتی طور به N طوریکه به دارد وجود M در N
است. M
قرارداد

فرمول یک توسط تعریف�پذیر نظریه یک ،T (⊃ PA) و PA نااستاندارد مدل ،M کنید فرض بعد به ازین
باشد. M در

می�شود. ارائه فرمول�ها از زیر طبقه�بندي ابتدا

باشد. کراندار سورهاي با فرمول�هاي مجموعه Σ+
0 = Π+

0 = Q0 = ∆0 کنید فرض .1.1.6 تعریف
سور کران�دار، سورهاي از مکرر استفاده با Qn−فرمول�ها، از آمده بدست فرمول�هاي مجموعه ،Σ+

n+1

Qn−فرمول�ها، از بدست�آمده فرمول�هاي مجموعه ،Π+
n+1 است. (∧,∨) مثبت بولی ترکیبات و وجودي

است. مثبت بولی ترکیبات و عمومی سور کراندار، سورهاي از استفاده با
از مکرر استفاده با ،Σ+

n+1 ∪ Π+
n+1 مجموعه از بدست�آمده فرمول�هاي مجموعه Qn+1−فرمول�ها، و

است. بولی ترکیبات

42
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است. Qy در فرمول یک x می�کند بیان که دارد وجود θ(x, y) مانند 1∆−فرمول یک .2.1.6 تبصره
فرمول هر آنگاه باشد نااستاندارد y اگر می�شود. داده نشان x ∈ Qy با ساده طور به θ(x, y) فرمول این
می�شوند. تعریف مشابه طور به هم x ∈ Π+

n+1 و x ∈ Σ+
y فرمول�هاي است. Qy به متعلق استاندارد

([6]) .3.1.6 تعریف
فرمول�هاي همه که طوري به است x فرمول براي T−برهانی ،y که می�کند بیان ،ProvT (w, y, x) فرمول
∃yProvT (w, y, x) فرمول را PrT (w, x) تعریف، به توجه با Qwهستند. به متعلق ،y T−برهان در واقع

بگیرید. نظر در ¬PrT (w, p0 = 1q) فرمول را ConT (w) و

([6]) .4.1.6 لم
که طوري به دارد وجود CT (x, y) فرمول

PA ⊢ ConT (y)↔ [ConCT
(y) ∧ (∀x ∈ Qy)(PrT (y, x) ∧ Sent(x)→ CT (x, y))

∧ (∀x ∈ Qy)(Sent(x)→ CT (x, y) ∨ CT (¬x, y))],

همچنین است. x ∈ T به CT (x, y)جایگذاري با ،ConT (y) از بدست�آمده فرمول ،ConCT
(y) آن در که

x توسط شده کد فرمول نقیض کد ،¬x و است جمله یک x می�کند بیان که است فرمولی ،Sent(x)
می�دهد. نشان را

همه شماراي دنباله ،φ0, φ1, φ2, ... کنید فرض .T ⊃ PA که می�کنیم آوري یاد ابتدا برهان.
که دارد وجود فرمولی که کنید (توجه باشد. iها تمامی براي ،pφiq < pφi+1q شرط با Qy−جمله�ها
Qy−جمله�ها از ψ0, ψ1, ψ2, ... جدید دنباله حال است.) Qy شمارش در فرمول z−امین ،x می�کند بیان

کنید: تعریف زیر بصورت را

ψi =

{
φi ¬PrT (y,

∧
j<i ψj → ¬φi)

¬φi PrT (y,
∧
j<i ψj → ¬φi)

است. دنباله در ψz Qy−فرمول z−امین، ،x می�کند بیان که دارد وجود A(x, y, z) فرمول بنابراین
ماست. نظر مورد فرمول ،CT (x, y) = ∃zA(x, y, z) صورت این در
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قرارداد
قرار و است برقرار M در n∗ نااستاندارد عضو براي ،M∗ � ConT (n

∗) که می�پذیریم بعد به این از
و داده قرار ،4.1.6 لم از استفاده با T از �آمده دست به فرمول را CT (x, y) همچنین .n∗ = 3m∗ دهید

بگیرید. نظر در CT (x, n∗) فرمول را CT (x)

حساب در ،x → y فرمول اگر این�صورت در .M � CT (x) ∧ y ∈ Qn∗ کنید فرض .5.1.6 تبصره
.M � CT (y) آنگاه باشد اثبات�پذیر محمولات

اگر است CT−معادل ،ψ با φ گوییم ،Qn∗ در ψ(x) و φ(x) هر براي (1) .6.1.6 تعریف

.M � CT (p∀x[φ(x)↔ ψ(x)]q)

باشند. استاندارد ψ و φ فرمول�هاي نیست نیازي که کنید توجه فوق تعریف در
CT−معادل +Σ−فرمول،

m∗ یک با که بگیرید نظر ∗Q2mدر در φهایی همه مجموعه را Σ∗
m∗ مجموعه (2)

باشند.
رابطه باشد. {θ ∈ Σ+

m∗ :M � CT (p∃!xθ(x)q)
} تعریف�پذیر مجموعه ،D(⊂ M) کنید فرض (3)

کنید: تعریف زیر بصورت ،D روي را ∼ تعریف�پذیر هم�ارزي

.θ ∼ θ′ ⇐⇒M � CT (p∀x[θ(x)↔ θ′(x)]q)]

باشد. CT−معادل ،θ′ با θ اگر تنها و اگر θ ∼ θ′ یعنی،
داشت. خواهیم را زیر لم�هاي فوق تعریف به توجه با

است. ∗Σ−فرمول
m∗ یک ،¬θ(x) آنگاه باشد D به متعلق θ(x) اگر .7.1.6 لم

فرمول با CT−معادل ،¬θ(x) همچنین است. ∗Q2m−فرمول یک ¬θ(x) ،θ(x) ∈ D چون برهان.
از استفاده با +Σ−فرمول،

m∗ یک و استاندارد فرمول یک از ،∃y(y ̸= x∧θ(y)) است. ∃y(y ̸= x∧θ(y))

،¬θ(x) رو ازین است. +Σ−فرمول
m∗ یک بنابراین است، شده ساخته وجودي سور و مثبت بولی ترکیب

است. ∗Σ−فرمول
m∗ یک
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در باشند. D به متعلق ،θ1, ..., θn و استاندارد فرمول یک ،φ(x, y1, ..., yn) کنید فرض .8.1.6 لم
این�صورت

است. +Σ−فرمول
m∗ یک ،∃y1, ..., ∃yn(φ(x, y) ∧∧

i θi(yi)) .1
است. +Σ−فرمول

m∗ یک ،¬∃y1, ..., ∃yn(φ(x, y) ∧∧
i θi(yi)) .2

CT−معادل که است ∗Q2m−فرمول یک شده داده فرمول .2 است. برقرار D تعریف طبق .1 برهان.
است. ∃y(¬φ(x, y) ∧∧

i θi(yi)) +Σ−فرمول
m∗ با

تعریف�پذیر مدل ساخت
Mبصورت در N تعریف�پذیر مدل آن، روي شده تعریف هم�ارزي رابطه و D مجموعه تعریف به توجه با

می�شود: ساخته زیر
.D� ∼= {[θ] : θ ∈ D} یعنی کنید، فرض D روي هم�ارزي کلاس�هاي همه مجموعه را N جهان

دهید. قرار 1N برابر را [x = 1] هم�ارزي کلاس و 0N برابر را [x = 0] هم�ارزي کلاس
بصورت را N روي +N تابع

[φ] +N [ψ] := [∃y∃z(x = y + z ∧ φ(y) ∧ ψ(z))]

بصورت را N روي ·N تابع و

[φ] ·N [ψ] := [∃y∃z(x = y · z ∧ φ(y) ∧ ψ(z))]

هستند. +Σ−فرمول
m∗ کروشه، داخل فرمول�هاي فوق، تعاریف در که کنید توجه کنید. تعریف

است. M مدل در تعریف�پذیر مدل یک بالا روش به �شده ساخته N مدل که می�دهد نشان زیر لم

استاندارد فرمول یک ،φ(x1, ..., xk) و بالا روش طبق شده ساخته مدل ،N که کنید فرض .9.1.6 لم
اینصورت: در باشند. N به متعلق ،θ1, ..., θk و

.N � φ([θ1], ..., [θk])⇔M � CT (p∃y1...∃yk[φ(y1, ..., yk) ∧ θ1(y1) ∧ ... ∧ θk(yk)]q)



46 تعریف�پذیر مدل�هاي ساخت براي روشی .6 فصل

که می�دهیم نشان ،kφ روي استقرا با باشد. φ فرمول منطقی نماد�هاي تعداد ،kφ کنید فرض برهان.
حالت که که آنجا از است. برقرار رابطه ،N تعریف طبق آنگاه kφ = 0 اگر است. برقرار شده داده رابطه
φ(x) که می�افتد اتفاق زمانی حالت مهمترین می�کنیم. اثبات را رابطه دیگر طرف است، برقرار رفت(⇒)
باشد. ∃y1...∃yk[φ0(z, y1, ..., yk) ∧

∧
j θj(yj)] فرمول ،τ0(z) کنید فرض باشد. ∃zφ0(z, x) بصورت

چون باشد. τ0 ∧ (∀w < z)¬τ0(w) فرمول نیز τ1(z) کنید فرض همچنین است. +Σ−فرمول
m∗ یک τ0

.M � CT (p∃!zτ1(z))q) داریم می�باشد. ∗Σ−فرمول
m∗ یک نیز φ1(z)است ∗Σ−فرمول

m∗ یک ،¬τ0(w)
صورت این در است، τ1(x) با CT−معادل که باشد +Σ−فرمول

m∗ یک τ(x) کنید فرض
داشت: خواهیم و [τ ] ∈ N بنابراین .M � CT (p∃!zτ(z)q)

.M � CT (p∃z∃y1...∃yk[φ0(z, y1, ..., yk) ∧ τ(z)
∧
θj(yj)]q)

.N � φ0([τ ], [θ1].., [θn]) داریم φ0 روي استقرا فرض از استفاده با حال
.N � φ([θ1], ..., [θn]) نتیجه در ،N � ∃[z]φ0([θ1], ..., [θn]) پس

یک قبل، روش به شده ساخته N مدل که می�شود اثبات 3.1.4 گزاره برهان مشابه .10.1.6 تبصره
است. اشباع�شده بازگشتی طور به مدل

بیان که است فرمولی ،x ∈ PA آن در که باشد (x ∈ PA)∨ TrΣn(x) فرمول ،x ∈ T کنید فرض
براي درستی Σn−تعریف ،TrΣn فرمول همچنین است. PA موضوع اصول از موضوعی اصل ،x می�کند
به دارد وجود x آزاد عددي متغیر تنها با TrΣn ∈ Σn فرمول ،n هر براي یعنی Σn−فرمول�هاست.
به توجه با .([10] از 3.5.2 (قضیه T ⊢ φ(x)↔ TrΣn(pφ(x)q) داریم φ(x) ∈ Σn هر براي که، طوري
متناهی مجموعه هر براي گاه هر است بازتابی T نظریه (یک ،([2] از 2.35 (قضیه PA بازتابی خاصیت
استفاده با بنابراین .M � ConT |m داریم m ∈ ω هر براي ،([2] از 2.32 تعریف .T ⊢ ConT ′ ،T ′ ⊂ T

با می�توان اکنون .M � ConT |m∗ که طوري به دارد وجود m∗ ∈ M نااستاندارد عضو لبریز قضیه از
طور به ،N که طوري به رسید N مانند تعریف�پذیر مدل یک به تمامیت حسابی�شده قضیه از استفاده
N که باشیم امیدوار توانیم نمی� اما باشد. N ≡Σn M و M از انتهایی توسیع و اشباع�شده بازگشتی
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و M ≺Σ+
n
N می�توان M ≡Σ+

n
N از وجود این با باشد. M مدل از Σn−مقدماتی انتهایی توسیه یک

کنیم. مطرح را بعد قضیه می�توانیم رو این از گرفت. نتیجه را M ≺Σn N آن از

N مدل این�صورت در باشد. طبیعی عدد یک n و PA نااستاندارد مدل M کنید فرض .11.1.6 قضیه
می�کند: صدق زیر شرایط در که دارد وجود

است. M در PA تعریف�پذیر مدل یک N .1
است. اشباع�شده بازگشتی طور به N .2

است. M از +Σ−مقدماتی
n توسیع یک N .3

:m ∈ N هر براي صورت این در باشد. (x ∈ PA) ∨ TrΣ+
n
(x) فرمول ،x ∈ T کنید فرض برهان.

.M � (∀x ∈ Qm)(x ∈ T → TrQm(x))

استقرا با بنابراین است. فرمول یک x می�کند، بیان که باشد فرمولی ،x ∈ Fml کنید فرض همچنین
داریم: x فرمول برهان طول روي

،M � (∀x ∈ Fml)(PrT (m,x))→ TrQm(x))

نااستاندارد عضو لبریز، قضیه طبق پس .M � ConT (m) که می�شود نتیجه m ∈ N هر براي اینجا از و
روش به شده ساخته مدل ،N کنید فرض حال .M � ConT (n

∗) که طوري به است موجود n∗

به مدل یک ،N ،10.1.6 تبصره طبق و M در تعریف�پذیر مدل یک ،N ،9.1.6 لم طبق باشد. قبل
آنجایی از باشد. N در M استاندارد نشاننده ،ε کنید فرض اکنون می�باشد. اشباع�شده بازگشتی طور
از انتهایی توسیع یک ،N که می�شود نتیجه می�کند، برقرار ε(M) و M بین خودریختی یک ،ε که
صورت این در .M � φ(m) که طوري به باشد +Σ−فرمول

n یک ،φ(x) کنید فرض حال است. M
و M � CT (pφ(m)q) ،CT تعریف به توجه با .M � pφ(m)q ∈ T پس ،M � TrΣ+

n
(pφ(m)q)

چون و N � φ([x = m]) ،9.1.6 لم به توجه با حال .M � CT (p∃x(φ(x) ∧ x = m)q) نتیجه در
.N � φ(ε(m)) داریم: ،ε(m) = [x = m]
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